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♣♦s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤ ❜✉r❞❡♥✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t✲❢r❡❡ ●❛❧❡r❦✐♥
✭❊❋●✮ ❬✶✻❪ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❊❋● ✭❳❊❋●✮ ❬✶✼❪❬✶✽❪❬✶✾❪✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✱ t❤❡ r❡❛❞❡rs ❝♦✉❧❞
r❡❢❡r t❤❡ r❡✈✐❡✇ ♣❛♣❡r ❜② ◆❣✉②❡♥ ❡t ❛❧ ❬✷✵❪✳
❚❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✭❇❊▼✮ ❡①❤✐❜✐ts ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s t❤❛♥
❜② ❋❊▼ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❡s❤✴r❡✲♠❡s❤ ❡✛♦rts ❛s ♦♥❧② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥
❇❊▼ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❲❤❡♥ ❝r❛❝❦s ❡✈♦❧✈❡✱ ♦♥❧② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ r❡✲❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡s❤✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤❡
s✐♥❣✉❧❛r s②st❡♠ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❧❧❛♣s❡❞ s✉r❢❛❝❡s ✐♥ ❢r❛❝t✉r❡✱ ❍♦♥❣ ❛♥❞ ❈❤❡♥ ❬✷✶❪ ♣r♦♣♦s❡❞
✷
t❤❡ ❞✉❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥t❡❣r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❤②♣❡r✲s✐♥❣✉❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡r✐✈❡❞
❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ✜❡❧❞ ❬✷✷❪✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞✉❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♠❛❦❡s t❤❡ ❝r❛❝❦
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❆♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✉❛❧
❇❊▼ ✇❛s s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ❢r❛❝t✉r❡ ❬✷✸❪❬✷✹❪❬✷✺❪ ❛♥❞ ✇❛s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦
♠❛t❡r✐❛❧✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢r❛❝t✉r❡ ❬✷✻❪❬✷✼❪ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❬✷✽❪✳ ❈♦♠♠❡r❝✐❛❧ ♣❛❝❦❛❣❡s
❜❛s❡❞ ♦♥ ❇❊▼ ❛r❡ ❇❊❆❙❨ ❬✷✾❪ ❛♥❞ ❋❘❆◆❈✸❉ ❬✸✵❪✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❞✉❛❧ ❇❊▼ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❇❊▼✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ●❛❧❡r❦✐♥ ❇❊▼ ✭❙●❇❊▼✮
❤❛s ❛❧s♦ ❞r❛✇♥ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❢r❛❝t✉r❡ ❛♥❛❧②s✐s ❬✸✶❪❬✸✷❪❬✸✸❪✳ ❚❤❡ s②♠♠❡tr✐❝
♠❛tr✐① s②st❡♠ ♦❢ ❙●❇❊▼ ❛❧s♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❋❊▼ ❬✸✹❪❬✸✺❪✳
❚❤❡ ✐s♦❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ✭■●❆✮ ✇❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❍✉❣❤❡s ❡t ❛❧ ❬✸✻❪✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢
■●❆ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ s♣❧✐♥❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❈❆❉ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❆♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❥♦✐♥t ♦❢ ■●❆ ❛♥❞ ❇❊▼
✭■●❆❇❊▼✮ ❤❛s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❞r❛✇♥ ❛tt❡♥t✐♦♥ r❡❝❡♥t❧② s✐♥❝❡ ♦♥❧② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ■●❆❇❊▼✱ ✇❤✐❝❤ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s✳
❚❤❡ ■●❆❇❊▼ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ✜❡❧❞s ❬✸✼❪❬✸✽❪❬✸✾❪❬✹✵❪❬✹✶❪❬✹✷❪❬✹✸❪❬✹✹❪✱ ❛♥❞ ❤❛s
❜❡❡♥ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ P❯ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t ❬✹✺❪❬✹✻❪✱ t❤❡
tr✐♠♠❡❞ ◆❯❘❇❙ ❬✹✼❪❬✹✽❪✱ t❤❡ ❢❛st s♦❧✉t✐♦♥ ❬✹✾❪✱ t❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❢♦r♠ ❬✺✵❪❬✺✶❪ ❡t❝✳ ❚❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢
s♠♦♦t❤♥❡ss t♦ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥t❡❣r❛❧s ✭❇■❊s✮ ❜r♦✉❣❤t ❜② ■●❆ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❬✺✷❪✳
❚❤❡ ✐s♦❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❢r❛❝t✉r❡ ✐♥ ❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❳❋❊▼ ❬✺✸❪❬✺✹❪❬✺✺❪❬✺✻❪✳
❱❡r❤♦♦s❡❧ ❡t ❛❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ s❝❤❡♠❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ❝♦❤❡s✐✈❡ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ ❚✲s♣❧✐♥❡s t♦
❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❬✺✼❪✳ ◆❣✉②❡♥ ❡t ❛❧ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ❇✲s♣❧✐♥❡ ❜❛s❡❞ ■●❆ t♦ s✐♠✉❧❛t❡
t❤❡ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ❞❡❧❛♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡s ❬✺✽❪✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ str❡ss ✐♥t❡♥✲
s✐t② ❢❛❝t♦rs ❢♦r ❝✉r✈❡❞ ❝r❛❝❦s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❈❤♦✐ ❛♥❞ ❈❤♦ ❬✺✾❪✳ ❚❛♠❜❛t ❡t ❛❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥
❡♥r✐❝❤❡❞ ■●❆❋❊▼ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❈❆❉✲✐♥s♣✐r❡❞ ❤✐❡r❛❝❤✐❝❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t② ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✱
❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ ❛ r♦❜✉st ❛♥❞ ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❬✻✵❪❬✻✶❪✳ ❏❡♦♥❣ ❡t ❛❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜② ✇❤✐❝❤ ♣✉s❤✲❢♦r✇❛r❞s ♦❢ ❇✲s♣❧✐♥❡s ❢r♦♠
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✐♥t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t②♣❡ r1/2 ❝❛♥ ❜❡ ❝❛♣✲
t✉r❡❞ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ❝r❛❝❦s ❬✻✷❪❬✻✸❪✳ ◆❛t❛r❛❥❛♥ ❡t ❛❧ ❡♥❤❛♥❝❡❞ t❤❡ ✐s♦❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❜②
t❤❡ s❝❛❧❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✐♥❤❡r✐ts ❜♦t❤ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❋❊▼ ❛♥❞ ■●❆✲
❇❊▼✱ ✇❤✐❧❡ ❝❡rt❛✐♥ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ❢♦r ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ✐♥
♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❝❡♥t❡r ❬✻✹❪✳ ❚❤❡ ♣✐✈♦t t✐♣s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❢r❛❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ■●❆
✸
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ ❛s✿
✭✶✮ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ str❡ss ✜❡❧❞ ♥❡❛r t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣
✇❤✐❝❤ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❢r❛❝t✉r❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ C0
▲❛❣r❛♥❣❡ ❜❛s✐s❀
✭✷✮ ❚❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡✱ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❡①❛❝t❧② r❡t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ❡✈♦❧✈❡❞ t❤❛♥❦s t♦
t❤❡ ❡①❛❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡❞ ❝r❛❝❦s❀
✭✸✮ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝r❛❝❦ t✐♣ ✭❢r♦♥t✮ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♣❧✐♥❡✲❜❛s❡❞
❝✉r✈❡ ♦r s✉r❢❛❝❡✲r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❝r❛❝❦s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❡❧♣s t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs❀
✭✹✮ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❞❡s✐❣♥ t♦ ❛♥❛❧②s✐s ❢❛❝✐❧✐t✐❡s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧✴str✉❝t✉r❛❧
❞❡s✐❣♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛t✐❣✉❡ ❢r❛❝t✉r❡ ❛♥❛❧②s✐s✳
■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ■●❆❇❊▼ ✐♥ ✸❉ ❢r❛❝t✉r❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❢❛t✐❣✉❡ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤
✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞✳ ❇❡s✐❞❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s ❢♦r ❡❧❛st✐❝✐t②✱
t❤❡ ❤②♣❡r✲s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss
♦❢ ◆❯❘❇❙ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❆♥ ❧♦❝❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t② r❡♠♦✈✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ●✉✐❣❣✐❛♥✐ ❬✻✺❪
✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♦r❞❡rs ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧s ✭✉♣ t♦ ❤②♣❡r✲s✐♥❣✉❧❛r O(1/r3)✮✱ ❛♥❞ ✐ts
✐♠♣r♦✈❡❞ ✈❡rs✐♦♥ t❛✐❧♦r❡❞ t♦ ❞✐st♦rt❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ✭♦r ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦✮ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♠♦♥❧② ❛r✐s❡
✐♥ ✐s♦❣❡♦♠❡tr✐❝ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❝r❛❝❦ ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ◆❯❘❇❙
s✉r❢❛❝❡ ❛s ✐♥t❡r♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♦✉t❧✐♥❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ✐♥ ❣❡♦♠❡tr② ❜r♦✉❣❤t ❜② ■●❆ ❛♥❞ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❜r♦✉❣❤t ❜② ❇❊▼ ✐s ❢✉❧❧②
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢♦r ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ str❡ss ✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦rs ❛♥❞ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤✳
❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ❜r✐❡❢s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s
✭❇■❊s✮ t❤❛t ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❢r❛❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ◆❯❘❇❙ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥
✷❉ s✉r❢❛❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ♦✉t❧✐♥❡s t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② s✉❜tr❛❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❬✻✺❪✳ ❚❤❡ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧②✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ str❡ss ✐♥t❡♥s✐t②
❢❛❝t♦rs ❛♥❞ t❤❡ ❢❛t✐❣✉❡ ❢r❛❝t✉r❡ r✉❧❡✿ t❤❡ P❛r✐s ❧❛✇✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r ❜♦t❤ st❛t✐❝ ❢r❛❝t✉r❡
❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ♦✉r ✇♦r❦ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❢✉t✉r❡
r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✳
✹
✷ ❇♦✉♥❞❛r② ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❝r❛❝❦ ♠♦❞❡❧✐♥❣
❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❞♦♠❛✐♥ Ω ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❝r❛❝❦ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡
❞♦♠❛✐♥ ∂Ω = S + Sc+ + Sc− ✱ ✇❤❡r❡ S ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ Su ✇❤❡r❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛r❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✭❦♥♦✇♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t u¯✮✱ St ✇❤❡r❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞
✭❦♥♦✇♥ tr❛❝t✐♦♥ t¯✮✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❇■❊ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✜♥❞✐♥❣ u ❛♥❞ t s✉❝❤ t❤❛t
cij(s)uj(s) =
∫
∂Ω
Uij(s,x)tj(x)❞S(x)−−
∫
∂Ω
Tij(s,x)uj(x)❞S(x), ✭✶✮
✇❤❡r❡ t❤❡ Uij ✱ Tij ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②✱
Uij(s,x) =
1
16πµ(1− ν)r [(3− 4ν)δij + r,ir,j ] , ✭✷✮
Tij(s,x) = − 1
8π(1− ν)r2
{
∂r
∂n
[(1− 2ν)δij + 3r,ir,j ]− (1− 2ν)(r,inj − r,jni)
}
, ✭✸✮
✇❤❡r❡ µ = E/[2(1 + ν)]✱ E ✐s ❨♦✉♥❣✬s ▼♦❞✉❧✉s ❛♥❞ ν P♦✐ss♦♥✬s r❛t✐♦✳ s ✐s t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥t ✭♦r
❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✳ ❚❤✐s t✇♦ t❡r♠s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧② ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♣❛rt ♦❢ t❤✐s
♣❛♣❡r✮✳ −
∫
❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈❛✉❝❤② Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❱❛❧✉❡ s❡♥s❡✳ ❚❤❡ tr❛❝t✐♦♥
❇■❊ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❇■❊ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
❜② t❤❡ ❡❧❛st✐❝ t❡♥s♦r Eijkl✿
cij(s)tj(s) = −
∫
∂Ω
Kij(s,x)tj(x)❞S(x)−=
∫
∂Ω
Hij(s,x)uj(x)❞S(x), ✭✹✮
Hij(s,x) = Eikpq
∂Tpj(s,x)
∂sq
nk(s), Kij(s,x) = Eikpq
∂Upj(s,x)
∂sq
nk(s), ✭✺✮
✇❤❡r❡ =
∫
❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❍❛❞❛♠❛r❞ ❋✐♥✐t❡ P❛rt ✐♥t❡❣r❛❧✳
❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡
♣❤②s✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ✉s✐♥❣ s❡ts ♦❢ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥t ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡
❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❇■❊ ✭✶✮ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✐❝
❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❝r❛❝❦✱ t❤❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣
s✉r❢❛❝❡s Sc+ ❛♥❞ Sc− ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡❞ ✭r❡❢❡r t♦ ❋✐❣✉r❡ ✶ ✭❜✮✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ♠❛tr✐①
❜❡❝♦♠❡s s✐♥❣✉❧❛r✳ ❚✇♦ ✇❛②s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ❜r✐❡❢❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳
✺
❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❈r❛❝❦ ♠♦❞❡❧
✷✳✶ ❉✉❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s
❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❧❧❛♣s❡❞ ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡s ✐s ❝✐r❝✉♠✈❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞✉❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❜② ♣r❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❇■❊ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✮ ♦♥ ♦♥❡ ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡ ✭Sc+✮ ❛♥❞
♦♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② S✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t s+ ♦♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡ Sc+ ✱ ❊q✉❛t✐♦♥
✭✶✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s✱
cij(s
+)uj(s
+) + cij(s
−
m)uj(s
+) =
∫
S
Uij(s
+,x)tj(x)❞S(x)−
∫
S
Tij(s
+,x)uj(x)❞S(x)
−−
∫
S
c+
Tij(s
+,x+)uj(x
+)❞S(x)−−
∫
S
c−
Tij(s
−
m,x
−)uj(x
−)❞S(x)
+
∫
S
c+
Uij(s
+,x+)tj(x
+)❞S(x) +
∫
S
c−
Uij(s
−
m,x
−)tj(x
−)❞S(x).
✭✻✮
❆♥❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ t❤❡ tr❛❝t✐♦♥ ❇■❊ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✮✮ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡ ✭Sc− ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✶✭❜✮✮ ❜❡❝♦♠❡s✱
cij(s
−)tj(s
−) + cij(s
+
m)tj(s
−) =
∫
S
Kij(s
−,x)tj(x)❞S(x)−
∫
S
Hij(s
−,x)uj(x)❞S(x)
−=
∫
S
c−
Hij(s
−,x−)uj(x
−)❞S(x) + =
∫
S
c+
Hij(s
+
m,x
+)uj(x
+)❞S(x)
+−
∫
S
c−
Kij(s
−,x−)tj(x
−)❞S(x)−−
∫
S
c+
Kij(s
+
m,x
−)tj(x
+)❞S(x).
✭✼✮
s
−
m ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠✐rr♦r ♣♦✐♥t ♦❢ s
+ ♦♥ t❤❡ Sc− ✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s s
−
m ❛♥❞ s
− s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤②s✐❝❛❧
❛♥❞ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❜✉t t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦rs ❛t ❡❛❝❤ ❛r❡ ♦♣♣♦s✐t❡✳ ❚❤❡ ❧❛st t✇♦ t❡r♠s ♦❢
❜♦t❤ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✮ ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❝r❛❝❦✳
✻
❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥ ❢r❛❝t✉r❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ t✇♦ ❥✉♠♣ t❡r♠s ❛r✐s❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❇■❊ ❛♥❞ ❡❛❝❤
♦♣❡r❛t♦r ♥♦t ♦♥❧② ❡①❤✐❜✐ts s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♦♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❧♦❝❛t❡❞✱
❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠✐rr♦r ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❧♦❝❛t❡❞✳
✷✳✷ ❈r❛❝❦ ♦♣❡♥✐♥❣ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭❈❖❉✮ ❡q✉❛t✐♦♥
❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❝r❛❝❦ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② q✉❛♥t✐t② ❛s ❝r❛❝❦ ♦♣❡♥✐♥❣ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦✈❡r ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡s✳ ▲❡t t❤❡ s♦✉r❝❡
♣♦✐♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ Sc = Sc+ ✱ ❛♥❞ ♥♦t❡ t❤❛t n = n
+ = −n−✱
✇❡ ❤❛✈❡✿
cij(s
+)uj(s
+) + cij(s
−)uj(s
−) =
∫
S
Uij(s
+,x)tj(x)❞S(x)−−
∫
S
Tij(s
+,x)uj(x)❞S(x)
+
∫
Sc
Uij(s
+,x+)(tj(x
+) + tj(x
−))❞S(x)
−−
∫
Sc
Tij(s
+,x+)(uj(x
+)− uj(x−))❞S(x).
✭✽✮
❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr❛❝t✐♦♥ ❇■❊ ✐s✿
cij(s
+)tj(s
+)− cij(s−)tj(s−) = −
∫
S
Kij(s
+,x)tj(x)❞S(x)−=
∫
S
Hij(s
+,x)uj(x)❞S(x)
+−
∫
Sc
Kij(s
+,x+)(tj(x
+) + tj(x
−))❞S(x)
−=
∫
Sc
Hij(s
+,x+)(uj(x
+)− uj(x−))❞S(x).
✭✾✮
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✾✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛❧♦♥❡ ✐❢ ♦♥❧② t❤❡ ❈❖❉ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❢♦r ❢❛t✐❣✉❡
❢r❛❝t✉r❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡s✱
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✽✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧s♦ s♦❧✈❡❞✳ ▲❡t S →∞✱ ❛♥❞ ♥♦t❡ t❤❛t tr❛❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡
❛ss✉♠❡❞✱ ✇❡ ❛rr✐✈❡ ❛t✿
0 = t∞j (s)−=
∫
Sc
Hij(s,x)Juj(x)K❞S(x). ✭✶✵✮
Juj(x)K = uj(x
+)−uj(x−) ✐s t❤❡ ❝r❛❝❦ ♦♣❡♥✐♥❣ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❆❧❧ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣ts ❵✰✬ ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞
s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ♦♥❧② ♦✈❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡✳ t∞ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❵♥♦
❝r❛❝❦✬ s♣❛❝❡✳
✼
✸ ◆❯❘❇❙ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥
◆❯❘❇❙ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❇✲s♣❧✐♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❛ ❵♣r♦❥❡❝t✐♦♥✬
❢r♦♠ sq✉❛r❡ ❛♥❞ ❝✉❜✐❝ ❞♦♠❛✐♥s t♦ ❢♦r♠ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❙♦ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❇✲s♣❧✐♥❡ ✐s
✜rst ♦✉t❧✐♥❡❞✳ ❇✲s♣❧✐♥❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ❛ ❦♥♦t ✈❡❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✳ ❆ ❦♥♦t ✈❡❝t♦r ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s Ξ =
{ξ1, ξ2, ..., ξn+p+1}✱ ✇❤❡r❡ ξi ∈ R ✐s t❤❡ it❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✭❦♥♦t✮✱ p ✐s t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ ❇✲s♣❧✐♥❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♦r❞❡r
p✱ t❤❡ ❇✲s♣❧✐♥❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s Ni,p ✇✐t❤ 1 6 a 6 n ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❈♦①✲❞❡ ❇♦♦r r❡❝✉rs✐♦♥✿
Ni,0(ξ) =


1 ξi 6 ξ < ξi+1
0 ♦t❤❡r✇✐s❡✱
✭✶✶✮
t❤❡♥✱ ❢♦r p > 0✱
Ni,p(ξ) =
ξ − ξi
ξi+p − ξiNi,p−1(ξ) +
ξi+p+1 − ξ
ξi+p+1 − ξi+1Ni+1,p−1(ξ). ✭✶✷✮
❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ❇✲s♣❧✐♥❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛t ξi ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❜② r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❦♥♦t s❡✈❡r❛❧
t✐♠❡s✳ ■❢ ξi ❤❛s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② k ✭ξi = ξi+1 = ... = ξi+k−1✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ C
p−k
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛t ξi✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✇❤❡♥ k = p✱ t❤❡ ❜❛s✐s ✐s C
0 ❛♥❞ k = p+1 ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t②
❛t ξi✳ ■❢ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ ❧❛st ❦♥♦t ❤❛✈❡ k = p + 1✱ t❤❡ ❦♥♦t ✈❡❝t♦r ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ♦♣❡♥ ❦♥♦t ✈❡❝t♦r✳
▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ ✐♥ ❬✻✻❪✳
●✐✈❡♥ t❤❡ ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs Ξ = {ξ1, ξ2, ..., ξn+p+1} ❛♥❞ H = {η1, η2, ..., ηm+q+1}✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
♣♦✐♥ts ♥❡t Pi,j ✳ ❚❤❡ ❇✲s♣❧✐♥❡ s✉r❢❛❝❡ S(ξ, η) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t❡♥s♦r✲♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❇✲s♣❧✐♥❡ ❜❛s✐s
❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✷❉ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞♦♠❛✐♥ [ξ1, ξn+p+1]× [η1, ηm+q+1]✱
S(ξ, η) =
n∑
i=1
m∑
j=1
Ni,p(ξ)Mj,q(η)Pi,j , ✭✶✸✮
✇❤❡r❡ Ni,p(ξ)Mj,q(η) ❛r❡ t❤❡ ✷❉ ❇✲s♣❧✐♥❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ◆❯❘❇❙ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② r❛t✐♦♥❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ t❡♥s♦r✲♣r♦❞✉❝t ❇✲s♣❧✐♥❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s
Ri,j(ξ, η) =
Ni,p(ξ)Mj,q(η)wi,j∑n
k=1
∑m
l=1Nk,p(ξ)Ml,q(η)wk,l
, ✭✶✹✮
✽
✇❤❡r❡ t❤❡ s❝❛❧❛r ✈❛r✐❛❜❧❡ wi,j ✐s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥t Pi,j ✳ ❋♦r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ✷❉ ◆❯❘❇❙ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡
♥♦♥✲③❡r♦ ❦♥♦t ✐♥t❡r✈❛❧s [ξi, ξi+1]× [ηj , ηj+1] ✇❤❡r❡ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❬✸✻❪✳
❚❤❡ ●r❡✈✐❧❧❡ ❛❜s❝✐ss❛❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ❋♦r ❛ ❝❧♦s❡❞ ❞♦♠❛✐♥
❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② tr✐♠❧❡ss ❛♥❞ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ◆❯❘❇❙ ♣❛t❝❤❡s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥
♣♦✐♥ts ❜② t❤❡ ●r❡✈✐❧❧❡ ❛❜s❝✐ss❛❡ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ✭♦r ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✮✱
✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ♦♥❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥t✳ ❋♦r t❤♦s❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥
♣♦✐♥ts ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ s❤❛r♣ ❡❞❣❡s ♦r ❝♦r♥❡rs✱ ♦r ✇❤❡♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✱ t❤❡s❡
❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ ♦✛s❡t ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❧❛❝❡ ❜②
ξs,i = ξs,i + α(ξs,i+1 − ξs,i), ♦r
ξs,i = ξs,i − α(ξs,i − ξs,i−1), α ∈ (0, 1).
✭✶✺✮
◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦✉❜❧❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✲
✉♦✉s ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ♦r t❤❡ ❇■❊s ♦♥ t❤❡ ♦✛s❡t ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡r❣❡❞
✐♥t♦ ♦♥❡ ❇■❊✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✉♥❦♥♦✇♥s ❦❡❡♣s ❝♦♥s✐st❡♥❝❡✳
✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
❉✉❡ t♦ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥ ❇■❊s✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
❛❢t❡r ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✱ s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❜❡❧♦♥❣s t♦ s✐♥❣✉❧❛r ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❊❧❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❡①❝❧✉❞❡ t❤❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥
♣♦✐♥t ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② tr❡❛t❡❞ ✐♥
❇❊▼✳ ❱❛r✐♦✉s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ♣❛st ❞❡❝❛❞❡s✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❢❡r t♦ ❛
r❡✈✐❡✇ ✇♦r❦ ✐♥ ❬✷✷❪✳ ❆ r♦❜✉st t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✻✼❪ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❛❧❧ t❤❡
s✐♥❣✉❧❛r t❡r♠s ✐♥t♦ ✇❡❛❦❧② s✐♥❣✉❧❛r✱ ✈✐❛ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✐♠♣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❇■❊✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♠♣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
♦❢ ■●❆❇❊▼ ❬✸✾❪❬✻✽❪❬✺✷❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❢❛✐❧s ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♦♣❡♥ s✉r❢❛❝❡s s✉❝❤ ❛s
❝r❛❝❦s ❬✻✾❪✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② s✉❜tr❛❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭❙❙❚✮ ♣r♦♣♦s❡❞
❜② ●✉✐❣❣✐❛♥✐ ❬✻✾❪❬✻✺❪ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❛r✐s❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❇■❊s✳ ❚❤❡ ❙❙❚ ✐s ❛ ✉♥✐t❡❞ ♠❡t❤♦❞
❢♦r t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧s r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ♠❡s❤ ❞✐❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t
❢♦r ❢r❛❝t✉r❡ ✈✐❛ ❞✉❛❧ ❇❊▼ ❬✷✹❪✳
✾
✹✳✶ ❙✐♥❣✉❧❛r✐t② s✉❜tr❛❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭❙❙❚✮ ❢♦r s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧s
❚❤❡ ❙❙❚ tr❛♥s❢♦r♠s ✈❛r✐♦✉s ♦r❞❡rs ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ ✇❡❛❦❧② s✐♥❣✉❧❛r ♦♥❡ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ❡❧❡♠❡♥t ❛❢t❡r ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✇❡❛❦❧②
s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t✉r♥s t♦ ❜❡ r❡❣✉❧❛r ✐❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳
❇② ❡①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞ ✐♥t♦ ❛ s❡r✐❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t②
❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳ ❚❤❡♥ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r t❡r♠s ❛r❡ s✉❜tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞✱ ❧❡❛✈✐♥❣
t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t♦ ❜❡ r❡❣✉❧❛r ❢♦r ✇❤✐❝❤ r❡❣✉❧❛r ●❛✉ss✐❛♥ r✉❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ t❤❡ s✉❜tr❛❝t❡❞ t❡r♠s ❛r❡
❛❞❞❡❞ ❜❛❝❦ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ♣♦✐♥t ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s x(xi = x, y, z)
✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡✱ ξ(ξi = ξ, η) ✐♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ ♦❢ ◆❯❘❇❙ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ξ¯(ξ¯i = ξ¯, η¯) ✐♥
♣❛r❡♥t s♣❛❝❡ [−1, 1]× [−1, 1]✳ ❋♦r t❤❡ ❤②♣❡r✲s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
I = =
∫
S
H(s,x(ξ¯))R(ξ¯)J¯(ξ¯)❞S, ✭✶✻✮
✇❤❡r❡ H(s,x(ξ¯)) ✐s t❤❡ ❤②♣❡r✲s✐♥❣✉❧❛r ❦❡r♥❡❧✱ R(ξ¯) ✐s t❤❡ ◆❯❘❇❙ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ J¯(ξ¯) ✐s t❤❡
❏❛❝♦❜✐ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣❛r❡♥t s♣❛❝❡ t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✮✳ ❚❤❡ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
ρ(ρ, θ) ❝❡♥tr❡❞ ❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥t ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❡♥t s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ♣❛r❡♥t ❞♦♠❛✐♥ ✐s
s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ tr✐❛♥❣❧❡s ❢♦r q✉❛❞r❛t✉r❡ ♥❛t✉r❛❧❧②✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✜❡❧❞ ♣♦✐♥t ξ¯ ✐♥ t❤❡ s✉❜✲tr✐❛♥❣❧❡s✱
✇❡ ❤❛✈❡
ξ¯ = ξ¯s + ρ❝♦sθ,
η¯ = η¯s + ρs✐♥θ,
✭✶✼✮
❆❢t❡r t❤❡ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✮ ❜❡❝♦♠❡s
I = lim
ε→0
∫ 2π
0
∫ ρˆ(θ)
α(ε,θ)
H(ρ, θ)R(ρ, θ)J¯(ρ, θ)ρ❞ρ❞θ, ✭✶✽✮
✇❤❡r❡ ρˆ(θ) = h/❝♦sθ¯✳ h ✐s t❤❡ s❤♦rt❡st ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❡❞❣❡ ❛♥❞
θ¯ ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❢r♦♠ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ♣♦✐♥t ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ■❢ ✇❡ ❞❡✜♥❡ θ0 ✐s
t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❧✐♥❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛♥❣❧❡ t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ♣♦✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s
θ = θ¯ + θ0. ✭✶✾✮
✶✵
❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ❢♦r ❙❙❚
❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞ F (ρ, θ) = H(ρ, θ)R(ρ, θ)J¯(ρ, θ)ρ ✐s ❡①♣❛♥❞❡❞ ❛s✿
F (ρ, θ) =
F−2(θ)
ρ2
+
F−1(θ)
ρ
+ F0(θ) + F1(θ)ρ+ F2(θ)ρ
2 + · · · =
∞∑
i=−1
Fi(θ)ρ
i. ✭✷✵✮
❚❤❡ ✜rst t✇♦ s✐♥❣✉❧❛r t❡r♠s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛r❡ s✉❜tr❛❝t❡❞ ❛♥❞ ❛❞❞❡❞ ❜❛❝❦ s❡♠✐✲
❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥✿
I = I1 + I2,
I1 =
∫ 2π
0
∫ ρˆ(θ)
0
[
F (ρ, θ)− F−2(θ)
ρ2
− F−1(θ)
ρ
]
❞ρ❞θ,
I2 =
∫ 2π
0
I−1(θ)❧♥
ρˆ(θ)
β(θ)
❞θ −
∫ 2π
0
I−2(θ)
[ γ(θ)
β2(θ)
+
1
ρˆ(θ)
]
❞θ,
✭✷✶✮
✇❤❡r❡ I1 ✐s r❡❣✉❧❛r ❛♥❞ I2 ❛r❡ r❡❣✉❧❛r ❧✐♥❡ ✐♥t❡❣r❛❧s✱ ❇♦t❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ q✉❛❞r❛✲
t✉r❡ r✉❧❡✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ α(ε, θ)✱ β(θ) ❛♥❞ γ(θ) ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ ✐♥ ❬✻✺❪✳
✹✳✷ ❈♦♥❢♦r♠❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢♦r ❙❙❚
■t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡✈❡❛❧❡❞ ❜② ❘♦♥❣ ❡t ❛❧ ❬✼✵❪ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Fi(θ) ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✵✮
❡①❤✐❜✐ts ✈❛r✐♦✉s ♦r❞❡rs ♦❢ ♥❡❛r✲s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r θ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t②
✐♥ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ρ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢✉❧❧② ❝❛♥❝❡❧❡❞✳ ❚❤✐s ♥❡❛r✲s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ s❤❛♣❡
♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s s❡✈❡r❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❤✐❣❤❧② ❞✐st♦rt❡❞✳ ❚❤❡ Fi(θ) ❝❛♥ ❜❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s✿
Fi(θ) =
F˜i(θ)
Ap(θ)
=
F˜i(θ)
[0.5(|ms1|2 + |ms2|2)(ωs✐♥(2θ + ϕ) + 1)]p/2
, ✭✷✷✮
✶✶
✇❤❡r❡ F˜i(θ) ❛r❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛r tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥t❡❣❡r ❵p✬ ✐s t❤❡ ♦r❞❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❵i✬✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡✲❧✐♥❡❛r ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs msi =mi|ξ¯=ξ¯s , (i = 1, 2) ❛♥❞ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s✿
m1 =
[∂x
∂ξ¯
,
∂y
∂ξ¯
,
∂z
∂ξ¯
]
,
m2 =
[∂x
∂η¯
,
∂y
∂η¯
,
∂z
∂η¯
]
.
✭✷✸✮
■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs
λ = |ms1|/|ms2|,
❝♦sψ =ms1 ·ms2/|ms1||ms2|,
✭✷✹✮
s✉❝❤ t❤❛t
ϕ = ❛r❝t❛♥
λ2 − 1
2λ❝♦sψ
,
ω =
√
1− 4s✐♥
2ψ
(λ+ λ−1)2
< 1.
✭✷✺✮
❚❤❡♥ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ✐s ❧❛r❣❡ ♦r ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs t❡♥❞s t♦ 0 ♦r π ✭s✐♥ψ → 0✮✱ A(θ) ✇✐❧❧ t❡♥❞ t♦ 0✱ r❡s✉❧t✐♥❣ t❤❡ ♥❡❛r✲s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♦❢
Fi(θ)✳ ❇♦t❤ s❝❡♥❛r✐♦s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛ ❞✐st♦rt❡❞ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ❡❧❡♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥
♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐♥ ✐s♦❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✳
❘♦♥❣ ❡t ❛❧ ❬✼✵❪ ❝♦♥str✉❝t❡❞ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛r❡♥t s♣❛❝❡ (ξ¯, η¯) t♦ ❛ ♥❡✇
♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ (ξˆ, ηˆ) ✇❤❡r❡ t❤❡ t✇♦ ❝✉r✈❡ ❧✐♥❡❛r ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡
❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ✐✳❡✳
mˆ
s
1 · mˆs2 = 0,
|mˆs1| = |mˆs2|.
✭✷✻✮
❚❤❡♥ A(θ) ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❝♦♥st❛♥t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♥♦♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t s❤❛♣❡✱
✐❢ t❤❡ s❡r✐❡s ✐s ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧ t✉r♥s t♦ ❜❡
st❛❜❧❡ r❡❣❛r❞❧❡ss t❤❡ ❞✐st♦rt❡❞ ♠❡s❤✳
❚❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❘♦♥❣ ❡t ❛❧ ✐s t❛✐❧♦r❡❞ ❢♦r tr✐❛♥❣✉❧❛r ❡❧❡♠❡♥t✱ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❡①t❡♥❞
✐t ✐♥t♦ t❤❡ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ✭❋✐❣✉r❡ ✭✷✮✮✳ ■♥ ❬✼✵❪✱ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① T
✶✷
❢r♦♠ (ξ¯, η¯) t♦ ❛ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ (ξˆ, ηˆ) ✐s
T =

 1 δ1
0 δ2

 , s♦ t❤❛t ξˆ = Tξ¯, ✭✷✼✮
✇❤❡r❡ δ1 = ❝♦sψ/λ✱ δ2 = s✐♥ψ/λ✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♥❡✇ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs
[
mˆ
s
1 mˆ
s
2
]
=
[
m
s
1 m
s
2
]
T
−1 =
[
m
s
1 −(δ1/δ2)ms1 + (1/δ2)ms2
]
✭✷✽✮
✇✐❧❧ s❛t✐s❢② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✻✮✳ ❚❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❢r♦♠ (ξ¯, η¯) t♦ t❤❡
♥❡✇ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ (ξˆ, ηˆ) ❢♦r ❛ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ❡❧❡♠❡♥t✿
ξˆ =
4∑
I=1
NI(ξ¯)ξˆ
I
,
N1 = 0.25(ξ¯ − 1)(η¯ − 1),
N2 = 0.25(ξ¯ + 1)(η¯ − 1),
N3 = 0.25(ξ¯ + 1)(η¯ + 1),
N4 = 0.25(ξ¯ − 1)(η¯ + 1).
✭✷✾✮
❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✼✮ ❛♥❞ ✭✷✾✮✱ t❤❡ ♥♦❞❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ξˆ
I
❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ξˆ
1
(1+ δ1, δ2)✱
ξˆ
2
(−1+ δ1, δ2)✱ ξˆ3(−1− δ1,−δ2) ❛♥❞ ξˆ4(1− δ1,−δ2)✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t s✐♥❝❡ 0 < ψ < π✱
δ2 > 0✱ t❤❡ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛r❡❛ ✭♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❧♦t ✐s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✭✷✮✮✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥t s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣♦✐♥t
✐♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✇❤❡r❡ |msi | 6= 0✳
■t ❝❛♥ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✷ t❤❛t t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ s♣❛❝❡ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞
❜② t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts δ1 ❛♥❞ δ2✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐❢ λ ✭r❡✢❡❝t ❡❧❡♠❡♥t ❛s♣❡❝t r❛t✐♦✮ ❛♥❞ ❝♦sψ
✭r❡✢❡❝t ❡❧❡♠❡♥t ❞✐st♦rt✐♦♥✮ ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ ✶✱ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐❧❧ ❜❡ s❦❡✇✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ r❡s✉❧t
✐♥ s✉❜✲tr✐❛♥❣❧❡s ✇✐t❤ θ¯ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ±π/2 ✐❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ♣♦✐♥t ❝❧♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❡❞❣❡s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ t❤❡
s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ s✉❜✲tr✐❛♥❣❧❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✷✮✳ ❚❤✉s ρˆ(θ) = h/❝♦sθ¯ ✐s ♥♦t ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝✉r❛t❡❧②✳
❚♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤✐s ♥❡❛r s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐♥ ρˆ(θ)✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙✐❣♠♦✐❞❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥
t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❧✉st❡r❡❞ t♦ t❤❡ ❡❞❣❡s ✇❤❡r❡ t❤❡
♥❡❛r✲s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐s s❡✈❡r❡ ❛❞❛♣t✐✈❡❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ θ¯ ❬✼✵❪✱
✶✸
w(θ¯) =
1
π
(
θ¯ +
π
2
)
, θ¯ ∈ (−π
2
,
π
2
), z ∈ (0, 1)
z = z(s) = w(θ¯1) +
1
2
(s+ 1)(w(θ¯2)− w(θ¯1)), s ∈ (−1, 1), z ∈ (z(θ¯1), z(θ¯2)) ⊂ (0, 1)
f(z) =
zm
zm + (1− z)m ,
θ¯ = πf(z)− π
2
,
J−1(θ) =
∂θ
∂s
=
π[w(θ¯2)− w(θ¯1)]mf(z)m−1
2(f(z)m + (1− f(z))m)2 ,
✭✸✵✮
✇❤❡r❡ s ✐s t❤❡ ●✉❛ss ♣♦✐♥t ❢r♦♠ ✐♥t❡r✈❛❧ (−1, 1)✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ θ ❛♥❞ θ¯ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥
✭✶✾✮✳
✹✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ q✉❛❞r❛t✉r❡
■♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ●❛✉ss✐❛♥ r✉❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ✻
●❛✉ss ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ✶✽ ●❛✉ss ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
❡❛❝❤ s✉❜✲tr✐❛♥❣❧❡ ❢♦r ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ❙❙❚ ✉♥❧❡ss s♣❡❝✐✜❡❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ❡❧❡♠❡♥t✱
❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐s ✉s❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t
❛♥❞ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✳ ❆❧❧ t❤❡ r✉❧❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♠♣❡r✐❛❧❧② ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❡rr♦r ❝♦♥tr♦❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
✺ ❈r❛❝❦ ❣r♦✇t❤
❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥❞ tr❛❝❦ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ t✇♦
♠❛♥✐❢♦❧❞s✱ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r
♠❡t❤♦❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧ s❡t ♠❡t❤♦❞ ❬✼✶❪ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❳❋❊▼✴●❋❊▼ t♦ r❡♣r❡s❡♥t
❛♥❞ ❡✈♦❧✈❡ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❬✶✵❪❬✶✶❪✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ s❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ s✐❣♥❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦
t❤❡ ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❡s❤✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡s❤
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦r ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t str✉❝t✉r❡❞ ♠❡s❤✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝r❛❝❦s ❛r❡ ♦♣❡♥
s✉r❢❛❝❡s✱ ♦♥❡ ♠♦r❡ ❧❡✈❡❧ s❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡
✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❡s❤✳ ❆❝❝✉r❛t❡❧② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡
✉s✉❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡♥s❡ ❬✼✷❪✳ ❆❞✈❡❝t✐♦♥✲t②♣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞
✶✹
❜❡ s♦❧✈❡❞ s♦ ❛s t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❡✈♦❧✈❡s ❬✼✸❪ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt✳ ❈❤♦♣♣ ❛♥❞ ❙✉❦✉♠❛r ❬✼✹❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ❢❛st ♠❛r❝❤✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✉♣❞❛t❡
t❤❡ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t ❧♦❝❛t✐♦♥✱ t❤✉s ❢❛❝✐❧✐t❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡ ❬✾❪✳ ❋r✐❡s
❛♥❞ ❇❛②❞♦✉♥ ❬✼✺❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t✲❡①♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧❡✈❡❧ s❡t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❝r❛❝❦
✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞✐❝r❡t✐③❡❞ ❜② tr✐❛♥❣✉❧❛r ❢❛❝❡ts✳ ■❞❡❛ s❤❛r❡❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ♣✉r♣♦s❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r
❧❡✈❡❧ s❡t ♠❡t❤♦❞ ❬✶✼❪✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ s❡t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ P❯
❡♥r✐❝❤♠❡♥t ✇❤✐❧❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱
s❤❛r♣ t✉r♥s ❛♥❞ ❦✐♥❦s ❝❛♥ ❜❡ r❡t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s❡ ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ ♣✉r❡ ❧❡✈❡❧
s❡ts✳
❚❤❡ ❧❛tt❡r ♠❡t❤♦❞ ✉s❡s s❡ts ♦❢ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♦r q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ❢❛❝❡ts t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡
❞✐r❡❝t❧②✳ ❋♦r ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♠♣❛♥✐❡❞
✇✐t❤ ❛✉t♦♠❛t✐❝ r❡✲♠❡s❤✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❳❋❊▼✴●❋❊▼ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✸❉ s♦❧✐❞ ❡❧❡♠❡♥ts ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡✳ ❇♦t❤ ✇✐❧❧ r❡❧② ♦♥ ✇❡❧❧✲
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠❡s❤✐♥❣✴r❡✲♠❡s❤✐♥❣ ♣❛❝❦❛❣❡s ❬✼✻❪❬✼✼❪✳ ❚❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡s
❜② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ♠❡s❤❢r❡❡ ♠❡t❤♦❞s ❛s ✇❡❧❧ ❬✶✻❪✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤✐s
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✉s✉❛❧❧② r❡s✉❧ts ✐♥ C0 ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥ts ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❛t ❧❡❛st t✇♦ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s✿ ✭✶✮ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t ✐s ♥♦t ❝❛♣✲
t✉r❡❞ ❡①❛❝t❧② ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝t ❛♥❞ t❤✐s ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ✐♥❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❢r❛❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❙■❋s✮ ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr② ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤❀ ✭✷✮ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡
s②st❡♠ ✐s ♥♦t ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ✐s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲✉♥✐q✉❡
❜r❛♥❝❤ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t ❢♦r s♦♠❡ ❧♦❝❛❧ t✐♣ ❝❡♥t❡r ♦♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t✱ ✉♥❧❡ss t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t
✐s ❛❜❛♥❞♦♥❡❞ ❬✶✽❪✳ ❆s ❛ r❡♠❡❞②✱ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥ts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ s♠♦♦t❤❡❞ t❤r♦✉❣❤ s♦♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬✼✻❪❬✼✼❪✳ ❙✐♠✐❧❛r s❝❡♥❛r✐♦ ♦❝❝✉rs ✐♥ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❜❛s❡❞ ❇❊▼ ❢♦r ❢r❛❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❇❡✲
s✐❞❡s✱ P❛❧✉s③♥② ❛♥❞ ❩✐♠♠❡r♠❛♥ ❬✼✽❪ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❢❛❝❡ts ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ st♦r❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s r❛♣✐❞❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡ ✇❤❡♥ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t❡s✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡② ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t✲
r✐❝ s✉r❢❛❝❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ◆❯❘❇❙ ♣❛t❝❤✱ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡
❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❜② ❞❡❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ◆❯❘❇❙ s✉r❢❛❝❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠✐❞✲r❛♥❣❡
▲❛✲●r❡❝❛ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✼✾❪ t♦ ♠♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❯❘❇❙
♣❛t❝❤✱ t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣ ❝❛♥ ❜❡ s❛♠♣❧❡❞ ❛♥②✇❤❡r❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t✱ t❤✉s t❤❡ st♦r❛❣❡ ❢♦r ❝r❛❝❦
✶✺
❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❈r❛❝❦ ❢r♦♥t ✉♣❞❛t✐♥❣✳ C(ξ) ✐s t❤❡ ♦❧❞ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t ❝✉r✈❡✱ C′(ξ) ✐s t❤❡ ♥❡✇ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t
❝✉r✈❡ ❛❢t❡r ✐t❡r❛t✐♦♥
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ♠✐❧❞❧②✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞
♦♥ t❤❡ s♠♦♦t❤ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡✲♠❡s❤✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡
♠❡s❤ r❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ♠❡s❤ q✉❛❧✐t②✳ ❘❡❝❡♥t❧② ❚❛♠❜❛t
❡t ❛❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr② ❢❡❛t✉r❡s ❜② ◆❯❘❇❙ ❬✻✵❪❬✻✶❪
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❧❡✈❡❧ s❡ts✱ t❤❡ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥
❢❡❛t✉r❡s s✉❝❤ ❛s ❝r❛❝❦s ❛r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ✐♥
❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ ✇❛②✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ❡✈♦❧✈❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐♥ t❤❡
■●❆❋❊▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ q✉❛❞r❛t✉r❡ s❝❤❡♠❡ ✐s ❞❡s✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❢✉❧❧② ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❡①❛❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❣❡♦♠❡tr②✳
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ✇❡ ✉s❡ ◆❯❘❇❙ ♣❛t❝❤❡s t♦ ❞❡s❝r❡t✐③❡ t❤❡ ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t
✐s ❡①❛❝t❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝r❛❝❦ t✐♣ s②st❡♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♥❛t✉r❛❧❧② ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡❧② ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ◆❯❘❇❙ ♣❛t❝❤✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ◆❯❘❇❙
❜❛s✐s ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ✐s♦❣❡♦♠tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❇❊▼✱ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ✐♥ ❣❡♦♠❡tr②
❛♥❞ str❡ss s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢✉❧❧② ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❡✈♦❧✈❡ t❤❡ ❝r❛❝❦
✐♥ ❛ st❛❜❧❡ ♠❛♥♥❡r✳
✺✳✶ ❈r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❈r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❜② ❛❞✈❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t s♦ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ❝r❛❝❦
❢r♦♥t ❝✉r✈❡ C′(ξ) s❤❛❧❧ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ♦❧❞ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t
❝✉r✈❡ C(ξ) ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❦♥♦t ✈❡❝t♦r Ξ = {ξ1, ξ2, ..., ξn+p+1}✱ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts ♦♥ C(ξ) t♦ ❜❡ Mj = M(ξj), j = 0, 1, ..., N − 1✱
✶✻
❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥❡✇ ♣♦s✐t✐♦♥s t♦ ❜❡ M ′j ✳ ❚❤❡ N ♥❡✇ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts
❛r❡ s❡r✈❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❢r♦♠ C(ξ) t♦ C′(ξ)✱ ❛♥❞ ✇❡ s❡t
N = n ❤❡r❡✳ ❲❡ ❛❞♦♣t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✼✾❪✳ ■♥ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢
❛ ❝✉r✈❡ ✉♥❞❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ❛ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❋♦r t✲t❤ ✐t❡r❛t✐♥❣ st❡♣✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡
❡rr♦r ✈❡❝t♦r ❛s✿
ej,t =
−−−−→
Mj,tM
′
j . ✭✸✶✮
■❢ ‖et‖ < tol✱ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❝❡❛s❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t ❝✉r✈❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✭tol = 1.e − 4 ✐♥
t❤✐s ✇♦r❦✮✳
❚♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts Pi, i = 0, 1, ..., n− 1✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠♦✈❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r m s✉❝❤ t❤❛t ✐♥
t✲t❤ ✐t❡r❛t✐♥❣ st❡♣✿
Pi,t = Pi,t−1 +mi,t ✭✸✷✮
❚❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r mt ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s✿
mi,t =
1
N
N−1∑
j=0
fijej,t−1, ✭✸✸✮
✇❤❡r❡ fj = f(ξj) ❛r❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ❝♦♥str❛✐♥t M
′
j ✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡
t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❜❡ t❤❡ ◆❯❘❇❙ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝✉r✈❡✱
✐✳❡✳ fj = Rj ✳ ❚♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s fij = fi(ξj) ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❝♦♥str❛✐♥t
M ′j ❛r❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭s♦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡✮✱
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ξj ♦❢ ❡❛❝❤Mj s❤♦✉❧❞ s❛t✐s❢② ξj ∈ [ξi, ξi+p+1]✳ ❚❤✉s ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ●r❡✈✐❧❧❡
❆❜s❝✐ss❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡rr♦r ✈❡❝t♦r ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ✇❛②✿
ej,t = ej,t−1 − 1
N
N−1∑
k=0
〈Rj , fk〉ek,t−1 ✭✸✹✮
❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❢♦r ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭✶✮✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ♥❡✇ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t
❝✉r✈❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✱ t❤❡ ♥❡✇ ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❧♦❢t✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❡①t❡♥s✐♦♥
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❧❞ ❝✉r✈❡ t♦ t❤❡ ♥❡✇ ❝✉r✈❡✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡s s❤❛❧❧ ❜❡ ♠❡r❣❡❞
✐♥t♦ t❤❡ ♦❧❞ ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ C0 ❥♦✐♥t ♦r C1 ❥♦✐♥t✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ C0 ♠❡r❣❡ ✐s ❛❞♦♣t❡❞✳
✶✼
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❈r❛❝❦ ❢r♦♥t ✉♣❞❛t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❉❛t❛✿ ♦❧❞ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t ❝✉r✈❡ C(ξ)❀ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts Mj ❀ ♥❡✇ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts M
′
j
❘❡s✉❧t✿ ♥❡✇ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t ❝✉r✈❡ t❤❛t ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ M ′j
t = 0❀
tol = 1.e− 4❀
ej,0 =
−−−−−→
Mj,0M
′
j ❀
✇❤✐❧❡ ‖et‖ > tol ❞♦
t = t+ 1❀
mi,t =
1
N
∑N−1
j=0 fijej,t−1❀
Pi,t = Pi,t−1 +mi,t❀
ej,t = ej,t−1 − 1N
∑N−1
k=0 〈Rj , fk〉ek,t−1❀
❡♥❞
✺✳✷ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ str❡ss ✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦rs
❚❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❢♦r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❢❛t✐❣✉❡ ❢r❛❝t✉r❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② s♦♠❡ ❢r❛❝t✉r❡ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ str❡ss ✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦rs ✭❙■❋s✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s♦❧✉t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦✐♥t✲✇✐s❡ t✐♣s ♦♥ t❤❡ ❝r❛❝❦
❢r♦♥t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ❦❡② ❢❛❝t♦r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛❝✲
❝✉r❛t❡❧② t❤❡ ❙■❋s ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛s
♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❱❛r✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❙■❋s ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
♦❢ ❋❊▼ ❛♥❞ ❇❊▼✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❬✽✵❪✱ ✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❝r❛❝❦✲t✐♣
s✐♥❣✉❧❛r ❡❧❡♠❡♥t✱ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❢❛st ✇❛② ❢♦r t❤✐s ❛✐♠✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❚❤❡ ♣❛t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢
t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❛♥ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉♣♦♥ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❝r❛❝❦ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✭❱❈❊✮ ❬✽✶❪❬✽✷❪✱ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❙■❋s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡❛s❡❞ str❛✐♥ ❡♥❡r❣② ♣❡r ❛ ✈✐rt✉❛❧ ❝r❛❝❦ ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❱❈❊ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡❞ ♠❡s❤ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡
♠❡s❤ ❜✉r❞❡♥✳ ❤♦✇❡✈❡r ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ ❡♥❡r❣② ✇❤✐❝❤
✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝r❛❝❦
❣r♦✇t❤ ❬✽✸❪❬✽✹❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞
♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ str❛✐♥ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ s❡♥s❡✱ t❤✉s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❧♦❝❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❤❛s r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❳❋❊▼ ❬✽✺❪✳
❚❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❝r❛❝❦ ❝❧♦s✉r❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✭❱❈❈■✮ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❝r❛❝❦ ❡①✲
t❡♥s✐♦♥✱ ✐s ❛♥♦t❤❡r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ❡①tr❛❝t ❙■❋s ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ❢r❛❝t✉r❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t②
❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝②✱ t❤❡ ❱❈❈■ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❋❊▼ ❛♥❞ ❇❊▼ ❬✽✻❪✳ ❲❤✐❧❡ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞
✶✽
❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❈r❛❝❦ t✐♣ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠
t❤❛t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ♥❡❛r t❤❡ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t ❛❧✐❣♥❡❞ ✐♥ ❝♦♥s✐st❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦r✲
♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t✳ ❚❤❡ ♣❛t❤✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t J ✐♥t❡❣r❛❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❘✐❝❡ ❬✽✼❪ ✐s ❛♥
❛ttr❛❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❞✉❡ t♦ ✐ts r♦❜✉st♥❡ss r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
❛♥❞ ♣❛t❤ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛❧✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ s♦♦♥ ✇❛s ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥t♦ ♠❛♥② ❜r❛♥❝❤❡s ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡ ❣♦♦❞
r❡s✉❧ts ✐♥ ❜♦t❤ ❋❊▼ ❛♥❞ ❇❊▼ ❬✽✽❪❬✽✾❪❬✾✵❪❬✾✶❪❬✾✷❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥t♦✉r J ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ❛❞✈✐s❡❞ t♦ ❝❛st ✐♥t♦
t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞♦♠❛✐♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ❢♦r♠ ✐♥ ❋❊▼ ❛s t❤❡ ♥♦❞❛❧ str❡ss ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥
❛♥❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐♥ ♠❡s❤ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❛①❡❞✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ ❇❊▼ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
❛❞♦♣t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❬✾✸❪✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①tr❛❝t ♠✐①❡❞ ♠♦❞❡ ❙■❋s✱ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳
❚❤❡ Jx ✐♥t❡❣r❛❧s ✭x = 1, 2, 3✮✱ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ J ✐♥t❡❣r❛❧✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
t❤❡ ❙■❋s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ J2 ❛♥❞ J3 ✭♦r GIII✮ ❡①❤✐❜✐ts ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧t② ❞✉❡ t♦
t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❬✾✹❪✳ ❚❤❡ J1 ✐♥t❡❣r❛❧ ✭♦r J ✐♥t❡❣r❛❧✮ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t ♠✐①❡❞ ♠♦❞❡
❙■❋s✱ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ✇❛② ✐s t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ str❡ss
✜❡❧❞s ✐♥t♦ s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦rt✐♦♥s ✇✐t❤ str✉❝t✉r❡❞ ♠❡s❤ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t✱
t❤❡♥ t❤r❡❡ ♠♦❞❡s ♦❢ J ✐♥t❡❣r❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❬✾✺❪❬✾✻❪❬✾✼❪❬✾✽❪✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞
♥❛♠❡❞ M ✐♥t❡❣r❛❧ ✭♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐♥t❡❣r❛❧✮✱ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛s②♠♣t♦t✐❝
✜❡❧❞s ❛s t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② s♦❧✉t✐♦♥ ❬✽✾❪ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ ✭❳✮❋❊▼ ❬✾✾❪❬✶✶❪ ❛♥❞ ❇❊▼ ❬✶✵✵❪✳
❇♦t❤ t❤❡ ❱❈❈■ ❛♥❞ ❝♦♥t♦✉r M ✐♥t❡❣r❛❧ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❙■❋s ✐♥
t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ❛♥❛❧②s✐s ✈✐❛ ✸❉ ✐s♦❣❡♦♠❡tr✐❝ ❇❊▼✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t✲✇✐s❡ ❝r❛❝❦ t✐♣ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✐s
❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣
❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ t❤✉s t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t ❵♦✬ ✐s ♦♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳
✺✳✷✳✶ ❈♦♥t♦✉r M ✐♥t❡❣r❛❧
❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Jk ✐♥t❡❣r❛❧ st❡♠s ❢r♦♠ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛s✿
Jk := lim
Γǫ→0
∫
Γǫ
(Wδjk − σijui,k)nj❞Γ = lim
Γǫ→0
∫
Γǫ
Pkjnj❞Γ, k = 1, 2 ✭✸✺✮
✶✾
✇❤❡r❡ Pkj ✐s t❤❡ ❊s❤❡❧❜② t❡♥s♦r✱ W = 1/2σijǫij ✐s t❤❡ str❛✐♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✳ Γǫ ✐s ❛ s♠❛❧❧
❝♦♥t♦✉r ✇✐t❤ r❛❞✐✉s R ❝❡♥tr❡❞ ❛t ❝r❛❝❦ t✐♣ ❵o✬ ✐♥ t❤❡ ❵xo − yo✬ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ nj ✐s t❤❡ ✉♥✐t ♦✉t✇❛r❞
♥♦r♠❛❧ ♦❢ Γǫ✳
■t ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t✲✇✐s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❜② t❛❦✐♥❣ ❛ t✉❜✉❧❛r s✉r❢❛❝❡ ❛r♦✉♥❞
t❤❡ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r Γǫ ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡ ♣❧❛♥❡ str❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t❡❧② s❛t✐s✜❡❞✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ t❤❛t ❛ s♠❛❧❧
❝♦♥t♦✉r ✐s ❛ss✉♠❡❞✳
■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ J ✐♥t❡❣r❛❧ ✭J1✮ ❛♥❞ t❤❡ ❙■❋s ❤❛✈❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
J = GI +GII +GIII =
1− ν2
E
K2I +
1− ν2
E
K2II +
1
2µ
K2III , ✭✸✻✮
✇❤❡r❡ Gi ❛♥❞ Ki ✭i = I, II, III✮ ❛r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡ r❛t❡s ❛♥❞ ❙■❋s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡s ♦❢
❢r❛❝t✉r❡✳
❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ J ✐♥t❡❣r❛❧ ✉♥❞❡r t✇♦ st❛t❡s✱ ♦♥❡ t❤❡ r❡❛❧ st❛t❡ ✭❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤ s✉♣❡rs❝r✐♣t ❵✶✬✮✱
t❤❡ ♦t❤❡r t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② st❛t❡ ✭s✉♣❡rs❝r✐♣t ❵✷✬✮✱ t❤❡♥ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡♠ t♦❣❡t❤❡r✱ t❤❡ ♠✐①❡❞ t❡r♠ M
❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✿
J (1+2) =
∫
Γǫ
[
0.5(σ
(1)
ij + σ
(2)
ij )(ǫ
(1)
ij + ǫ
(2)
ij )δ1j − (σ(1)ij + σ(2)ij )
∂(u
(1)
i + u
(2)
i )
∂x1
]
nj❞Γ ✭✸✼✮
❘❡❛rr❛♥❣✐♥❣ t❤❡ t✇♦ st❛t❡ t❡r♠s ❣✐✈❡s
J (1+2) = J (1) + J (2) +M (1,2) ✭✸✽✮
✇❤❡r❡
M (1,2) =
∫
Γǫ
[
W (1,2)δ1j − σ(1)ij
∂u
(2)
i
∂x1
− σ(2)ij
∂u
(1)
i
∂x1
]
nj❞Γ ✭✸✾❛✮
W (1,2) = σ
(1)
ij ǫ
(2)
ij = σ
(2)
ij ǫ
(1)
ij ✭✸✾❜✮
❈♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✻✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ M ✐♥t❡❣r❛❧✱
M (1,2) =
2(1− ν2)
E
(K
(1)
I K
(2)
I +K
(1)
II K
(2)
II ) +
1
µ
K
(1)
IIIK
(2)
III . ✭✹✵✮
❚❤❡♥ ❙■❋s ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡t st❛t❡ ✷ ❜❡ t❤❡ ♣✉r❡ ♠♦❞❡ III ❛s②♠♣✲
✷✵
t♦t✐❝ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ K
(2)
I = 0✱ K
(2)
II = 0✱ K
(2)
III = 1 ❛♥❞ KIII ✐♥ r❡❛❧ st❛t❡ 1 ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛s
K
(1)
III = µM
(1, ♠♦❞❡ III) ✭✹✶✮
KI ❛♥❞ KII ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❢❛s❤✐♦♥✳ ❍❡r❡ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞
str❡ss s♦❧✉t✐♦♥s ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✮ ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛s t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ✜❡❧❞s✳
✺✳✷✳✷ ❱✐rt✉❛❧ ❝r❛❝❦ ❝❧♦s✉r❡ ✐♥t❡❣r❛❧
■♥ t❤❡ ❱❈❈■✱ t❤❡ str❛✐♥ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡ r❛t❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ❜② ❝❧♦s✐♥❣ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧
❝r❛❝❦ ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❚❤r❡❡ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡ r❛t❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
GI =
1
2R
∫ R
0
σyy(x)Juy(R− x)K❞x,
GII =
1
2R
∫ R
0
σxy(x)Jux(R− x)K❞x,
GIII =
1
2R
∫ R
0
σyz(x)Juz(R− x)K❞x,
✭✹✷✮
✇❤❡r❡ OP ′ = R ✐s t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❝r❛❝❦ ❛❞✈❛♥❝❡✳ ❋♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ Juj(R − x)K ♦♥ PO✱ t❤❡
♣♦✐♥t ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐♥
t❤❡ ❝r❛❝❦ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ◆❯❘❇❙ s✉r❢❛❝❡ ❬✻✻❪✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥t❡❣r❛❧s OP ′ ❛♥❞ PO ❛r❡
❞✐❝r❡t✐③❡❞ ❜② s✐♥❣❧❡ ❧✐♥❡❛r ❡❧❡♠❡♥t ❬✶✵✶❪✳ ❆♥❞ t❤❡ R ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣s✳ ❚❤❡♥ KI ✱
KII ❛♥❞ KIII ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✻✮✳
✺✳✸ P❛r✐s ❧❛✇
❚❤❡ P❛r✐s✲❜❛s❡❞ ❧❛✇s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤ ✐♥ t❤❡ ❢❛t✐❣✉❡
❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ P❛r✐s ❧❛✇ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
❞a
❞N
= C(∆K)m, ✭✹✸✮
✇❤❡r❡ N ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦❛❞ ❝②❝❧❡s✳ C ❛♥❞ m ❛r❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ∆K ✐s t❤❡
❙■❋ r❛♥❣❡✳ ❋♦r ♠✐①❡❞ ♠♦❞❡ ❝r❛❝❦✱ t❤❡ K ✐s t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❙■❋ Keq ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s
❬✺❪✿
Keq =
√
K2I +K
2
II + (1 + ν)K
2
III
✭✹✹✮
✷✶
❲❡ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝r❛❝❦ ❛❞✈❛♥❝❡ ∆amax s♦ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦❛❞ ❝②❝❧❡s ❝❛♥ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❛✇✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦✉❧❞ ❜❡
✈❛r✐❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❢r♦♥t✳ ■♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ st❡♣✱ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❛❞✈❛♥❝❡ ❢♦r
❡❛❝❤ ❝r❛❝❦ t✐♣ ✐s r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ∆amax✱
∆ai = C(∆Kieq)
m ∆a
max
C(∆Kmaxeq )
= ∆amax
( ∆Kieq
∆Kmaxeq
)m
. ✭✹✺✮
❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❤♦♦♣ str❡ss ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ θc s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❤♦♦♣ str❡ss ✐s ♠❛①✐♠✉♠✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❬✶✵✷❪
θc = 2❛r❝t❛♥
[
−2(KII/KI)
1 +
√
1 + 8(KII/KI)2
]
. ✭✹✻✮
✻ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❡♥♥②✲s❤❛♣❡❞ ❝r❛❝❦ ❛♥❞ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝r❛❝❦ ✇✐❧❧ ❜❡
❣✐✈❡♥✱ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❈❖❉ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✮ ❛♥❞ ✐♥ ✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡
❞✉❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✻✮ ❛♥❞ ✭✼✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ ❈❖❉ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❙■❋s ❛r❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❜♦t❤ ❱❈❈■ ❛♥❞ M ✐♥t❡❣r❛❧✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝❤❡❝❦❡❞✳ ❚❤❡
❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s E = 1000 ❛♥❞ P♦✐ss♦♥✬s r❛t✐♦ ν = 0.3 ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝❛s❡s✳
✻✳✶ P❡♥♥②✲s❤❛♣❡❞ ❝r❛❝❦
❙✉♣♣♦s❡ ❛ ♣❡♥♥②✲s❤❛♣❡❞ ❝r❛❝❦ ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ r❡♠♦t❡ t❡♥s✐♦♥ σ0✱ ✐✳❡✳ t
∞ = (0, 0, σ0)✳ ❚❤❡
r❛❞✐✉s ♦❢ ❝✐r❝❧❡ ✐s a✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ✐s ϕ ❛♥❞ ❝✐r❝✉❧❛r ❛♥❣❧❡ θ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣❧❛♥❡
✭Oxy✮ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❙■❋s r❡❛❞s✿
KI =
2
π
σ0
√
aπ❝♦s2ϕ,
KII =
4
π(2− ν)σ0
√
aπ❝♦sϕs✐♥ϕ❝♦sθ,
KIII =
4(1− ν)
π(2− ν)σ0
√
aπ❝♦sϕs✐♥ϕs✐♥θ.
✭✹✼✮
✷✷
❋✐❣✉r❡ ✺✿ ●❡♦♠❡tr② ❢♦r ♣❡♥♥②✲s❤❛♣❡❞ ❝r❛❝❦ ✭a = b✮ ❛♥❞ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝r❛❝❦ ✭a 6= b✮
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣❧❛♥❡ ✐s ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✭ϕ = 0✮✱ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♥♦r♠❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
✐s ❣✐✈❡♥ ❛s✿
uz(r, θ, 0) =
2(1− ν)σ0
πµ
√
a2 − r2, r 6 a. ✭✹✽✮
✻✳✶✳✶ ❙✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t❡st
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❈❖❉ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✮✱ s♦ t❤❛t ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ◆❯❘❇❙ ♣❛t❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝r❛❝❦✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❈❖❉ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡
❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♠♦✈❡❞ ❛s✐❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r ♥♦t t♦ ❧♦❝❛t❡ ❛t t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣♦✐♥t✳
❚❤❡ ◆❯❘❇❙ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦❧❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛r❡ ❡♥❢♦r❝❡❞ t♦ C0 t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts s❤❛r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❚❤❡ ❇■❊s ❢r♦♠ t❤❡s❡ ♠♦✈❡❞
❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ t♦ ♦♥❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳
❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❈❖❉ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥❧② ✈❛r✐❡s ✐♥ r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❛♥❣✉❧❛r
❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤✉s ✹ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❤✐❣❤ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ♦❢
❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ✐♥ r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✻ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ L2 ♥♦r♠ ❡rr♦r
✐♥ ❈❖❉ ❢♦r ϕ = 0✳ ❵♥❣♣❴s✬ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ●❛✉ss ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤
s✉❜✲tr✐❛♥❣❧❡✳ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙❙❚ ♠❡❛♥s ❛ ❞✐r❡❝t ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❙❙❚ ❞❡♥♦t❡s t❤❡
❙❙❚ ✇✐t❤ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t
• ✇❤❡♥ ♥❣♣❴s= 30✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙❙❚ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❙❙❚ ❣❡t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❡rr♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ❡rr♦r ❢r♦♠ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙❙❚ ✐s ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇❤✐❧st t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❙❙❚ ❣❡ts ❛
♠♦r❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❡rr♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❀
✷✸
• ✇❤❡♥ ♥❣♣❴s= 18✱ t❤❡ ❡rr♦r ❢r♦♠ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙❙❚ ❣❡ts ❞✐✈❡r❣❡❞ ✭eL2 =✶✳✹✻✼✼✶✻❡✲✶✮✱ ✇❤✐❧❡
✐♠♣r♦✈❡❞ ❙❙❚ ❦❡❡♣s t❤❡ s❛♠❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛s ✐t ❢r♦♠ ♥❣♣❴s= 30❀
• t❤❡ ❡rr♦r ❜❡❝♦♠❡s ❜✐❣ ♥❡❛r t❤❡ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣ s✐♥❣✉❧❛r✐t②✳
❚❤✉s ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙❙❚ ♥❡❡❞ ♠♦r❡ ●❛✉ss ♣♦✐♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡
❛❝❝✉r❛❝②✳ ■❢ ✇❡ ♠♦✈❡ t❤❡ ❦♥♦t ✭η = 0.875✮ ♥❡①t t♦ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t ✐♥ r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡r t♦
t❤❡ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t ✭η = 0.94✮ ❛♥❞ r❡♣❡❛t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t ❡✈❡♥ ♥❣♣❴s= 30✱
♦r✐❣✐♥❛❧ ❙❙❚ st✐❧❧ ❣✐✈❡s ❜✐❣ ❡rr♦r✳ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♠❡t❤♦❞ s❤♦✇s ❛ ❤✐❣❤❡r ❛❝❝✉r❛❝② t❤❛♥
❜❡❢♦r❡✳ ❲❡ ❝❛♥ r❡❢❡r t❤❛t✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣ s✐♥❣✉❧❛r✐t②✱ ❛ r❡✜♥❡❞ ♠❡s❤ ♥❡❛r t❤❡ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t
s❤♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❜❡tt❡r ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ ❈❖❉✱ ❜✉t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙❙❚ ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞✐st♦rt✐♦♥
❛♥❞ ❣✐✈❡s ❞✐✈❡r❣❡❞ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❙❙❚ ♣r❡s❡♥ts ❛ r♦❜✉st ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢
♠❡s❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
✭❛✮ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙❙❚✱ ♥❣♣❴s❂✸✵✱ eL2 =✸✳✸✹✹✹✶✽❡✲✷ ✭❜✮ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❙❙❚✱ ♥❣♣❴s❂✸✵✱ eL2 =✸✳✽✹✹✷✽✷❡✲✷
✭❝✮ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙❙❚✱ ♥❣♣❴s❂✶✽✱ eL2 =✶✳✹✻✼✼✶✻❡✲✶ ✭❞✮ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❙❙❚✱ ♥❣♣❴s❂✶✽✱ eL2❂✸✳✽✹✹✷✽✷❡✲✷
❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❊rr♦r ✐♥ ❝r❛❝❦ ♦♣❡♥✐♥❣ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢♦r ♣❡♥♥② ❝r❛❝❦✳ ❵♥❣♣❴s✬ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ●❛✉ss ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤ s✉❜✲tr✐❛♥❣❧❡✳ ❑♥♦t ✈❡❝t♦rs✿ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥
ξ❂❬✵✱✵✱✵✱✵✳✷✺✱✵✳✷✺✱✵✳✺✱✵✳✺✱✵✳✼✺✱✵✳✼✺✱✶✱✶✱✶❪✱ r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ η❂❬✵✱✵✱✵✱✵✳✺✱✵✳✼✺✱✵✳✽✼✺✱✶✱✶✱✶❪
✷✹
✭❛✮ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙❙❚✱ ♥❣♣❴s❂✸✵✱ eL2❂✽✳✶✸✽✾✶✶❡✲✶ ✭❜✮ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❙❙❚✱ ♥❣♣❴s❂✸✵✱ eL2❂✶✳✼✺✺✻✽✶❡✲✷
✭❝✮ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙❙❚✱ ♥❣♣❴s❂✶✽✱ eL2❂✼✳✶✶✵✵✶✶❡✲✶ ✭❞✮ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❙❙❚✱ ♥❣♣❴s❂✶✽✱ eL2❂✶✳✼✺✺✻✼✾❡✲✵✵✷
❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❊rr♦r ✐♥ ❝r❛❝❦ ♦♣❡♥✐♥❣ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢♦r ♣❡♥♥② ❝r❛❝❦✳ ❑♥♦t ✈❡❝t♦rs✿ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥
ξ❂❬✵✱✵✱✵✱✵✳✷✺✱✵✳✷✺✱✵✳✺✱✵✳✺✱✵✳✼✺✱✵✳✼✺✱✶✱✶✱✶❪✱ r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ η❂❬✵✱✵✱✵✱✵✳✺✱✵✳✼✺✱✵✳✾✹✱✶✱✶✱✶❪
✷✺
❋✐❣✉r❡ ✽✿ ◆❯❘❇❙✭p = q = 2✮ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤❡s ✇✐t❤ ✶✱ ✺✱ ❛♥❞ ✾ ✉♥✐❢♦r♠❡❞
r❡✜♥❡♠❡♥t ✐♥ r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❣r❛❞❡❞ r❡✜♥❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ✭✇✐t❤ ❜❧❛❝❦ ❡❞❣❡s✮ ❝❧♦s❡ t♦
❝r❛❝❦ ❢r♦♥t✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❞♦ts ❛r❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts
✻✳✶✳✷ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❡st
❯♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤ r❡✜♥❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t
s✐③❡ h ❛s h =
√
Smaxe ✱ ✇❤❡r❡ S
max
e ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❝✉r✈❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❜♦t❤ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❛♥❞ ❝✉❜✐❝ ◆❯❘❇❙ ❜❛s✐s
❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ❤❡❧♣s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❇✉t
t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✭oc✮ ❦❡❡♣s ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ✭oc = 1✮✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r✐♦❛t❡❞ oc ✐s
❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t✳
❆s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ r❡✜♥❡♠❡♥t ✐s ♥♦t ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡
❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r ♣❡♥♥② ❝r❛❝❦✳ ❚❤✉s ✜✈❡ ♠❡s❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡✲
♠❡♥t ♥✉♠❜❡r ✐♥ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠❡s❤ ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② r❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ♥✉♠❜❡r
✷✱ ✹✱ ✻✱ ✽ ❛♥❞ ✶✵ ✐♥ r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛t ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t ✐s ❢✉rt❤❡r ❣r❛❞❡❧② r❡✜♥❡❞
✈✐❛ ❛ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❦♥♦t ✐♥s❡rt✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡rr♦r ❝❛✉s❡❞ ❜② ❝r❛❝❦ t✐♣ s✐♥❣✉❧❛r✐t②
✭❋✐❣✉r❡ ✽ s❤♦✇s ♠❡s❤ ✶✱ ✸ ❛♥❞ ✺✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✵ ♣❧♦ts t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞②✳ ■t ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛❧♠♦st ❜② ♦♥❡ ♦r❞❡r ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ❡st✐♠❛t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡
✐s t✇♦ t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ r❡✜♥❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ■●❆❇❊▼ ✐♥
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
✻✳✶✳✸ ❙tr❡ss ✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦r t❡st
■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❙■❋s ✐s ❝❤❡❝❦❡❞✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❈❖❉ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ ♠♦❞❡❧
t❤❡ ♣❡♥♥②✲s❤❛♣❡❞ ❝r❛❝❦ ✐♥ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❡ ♣✉t t✇♦ ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡s ✐♥ ❛ ❝✉❜❡
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❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ P❛t❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❝❤❡❝❦ ❢♦r ❱❈❈■ ❛♥❞ M ✐♥t❡❣r❛❧
✇✐t❤ s✐③❡ L = 200a s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❙■❋s ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
❢♦r ✐♥✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❉✉❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s ❝❛s❡✳
❋✐❣✉r❡ ✶✶ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s t❤❡ ♣❛t❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛♥❞ ❱❈❈■ ❢♦r ♠♦❞❡ I ♣❡♥♥②✲
s❤❛♣❡❞ ❝r❛❝❦✳ ❍❡r❡ ❵R✬ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❝r❛❝❦ ❛❞✈❛♥❝❡ ✐♥ ❱❈❈■ ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r
✐♥ M ✐♥t❡❣r❛❧✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ✇❤❡♥ R/a ✐s ❢r♦♠ 0.02 t♦ 0.08✱ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s s❤♦✇ ♣❛t❤
❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❋♦r M ✐♥t❡❣r❛❧✱ t❤❡ ❡rr♦r ✈❛r✐❡s ✇✐t❤✐♥ ✷✪✳ ❲❤❡♥ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❝♦♥t♦✉r ✐s
s♠❛❧❧✱ KI ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡❀ ✇❤✐❧❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ R✱ s✐♥❝❡ t❤❡ str❡ss ✜❡❧❞ ❢♦r t❤❡ ❝r❛❝❦
t✐♣ ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❜② ♦t❤❡r t✐♣s ✐♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t✱ ♣❧❛♥❡ str❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t s❛t✐s✜❡❞ ♣r♦♣❡r❧②✱
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❜❡❝♦♠❡s ✐♥❛❝❝✉r❛t❡✳ ❋♦r ❱❈❈■✱ t❤❡ ❡rr♦r ✈❛r✐❡s ✇✐t❤✐♥ ✻✪ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ s♠❛❧❧
✈✐rt✉❛❧ ❝r❛❝❦ ❛❞✈❛♥❝❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ R ✐s t♦♦ s♠❛❧❧✱ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ str❡ss ❛♥❞ ❈❖❉ ❝❧♦s❡ t♦ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t ✇✐❧❧ ❛r✐s❡ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ✐♥❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ KI ✳ ❋r♦♠ t❤❡
✜❣✉r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ r❡❢❡r t❤❛t M ✐♥t❡❣r❛❧ ♣r❡s❡♥ts ❛ s♠❛❧❧❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❡rr♦r t❤❛♥ ❱❈❈■✳
❋✐❣✉r❡ ✶✷ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❙■❋s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ M ✐♥t❡❣r❛❧ ✇✐t❤ R = 0.02a ❛♥❞ ❱❈❈■ ✇✐t❤ R =
0.04a ❢♦r t❤❡ ♠✐①❡❞ ♠♦❞❡ ♣❡♥♥②✲s❤❛♣❡❞ ❝r❛❝❦ ✇✐t❤ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ϕ = π/6✳ ■t ✐s s❡❡♥ t❤❛t
❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❛❣r❡❡ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ KIII ❢r♦♠ M ✐♥t❡❣r❛❧ s❤♦✇s ❞❡✈✐❛t✐♦♥
♥❡❛r θ = π/2 ❛♥❞ 3π/2✳ ❚❛❜❧❡ ✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡rr♦r ❛t θ = 0✱ π/4 ❛♥❞ π/2✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞
t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r ♦❢ KI ❛♥❞ KII ✐s ✇✐t❤✐♥ ✶✪ ❜② ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❧❡ ✇✐t❤✐♥ ✼✪ ❢♦r KIII ❜② M
✐♥t❡❣r❛❧✳ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ■●❆❇❊▼ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❙■❋s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
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❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❙tr❡ss ✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦rs ❢♦r ♣❡♥♥② ❝r❛❝❦ ✇✐t❤ ϕ = π/6
❙■❋s ❛❧♦♥❣ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t ✐s q✉✐t❡ s♠♦♦t❤✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✇✐t❤ ♦♥❧② ✹ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
✇✐t❤♦✉t ❛♥② s♠♦♦t❤♥❡ss ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ ❢♦r ❛ st❛❜❧❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝r❛❝❦
❣r♦✇t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
KII KIII
❱❈❈■ M ✐♥t❡❣r❛❧ ❱❈❈■ M ✐♥t❡❣r❛❧
θ = 0 ✼✳✶✸✸❡✲✸ ✷✳✵✵✽❡✲✸ ✷✳✽✾✽❡✲✽ ✺✳✷✷✶❡✲✾
θ = π/4 ✼✳✶✻✼❡✲✸ ✶✳✾✽✸❡✲✸ ✶✳✺✾✶❡✲✹ ✻✳✷✹✸❡✲✷
θ = π/2 ✶✳✻✷✷❡✲✽ ✶✳✷✷✽❡✲✽ ✷✳✵✶✵❡✲✹ ✶✳✽✾✹❡✲✷
❚❛❜❧❡ ✶✿ ❊rr♦r ♦❢ ❙■❋s ❢♦r ♣❡♥♥②✲s❤❛♣❡❞ ❝r❛❝❦ ✇✐t❤ ϕ = π/6✳
✻✳✷ ❊❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝r❛❝❦
❙✉♣♣♦s❡ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝r❛❝❦ ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ r❡♠♦t❡ t❡♥s✐❧❡ ❧♦❛❞✐♥❣ σ0 ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱
✐✳❡✳ t∞ = (0, 0, σ0)✳ ❚❤❡ s❡♠✐✲♠❛❥♦r ❛①❡s ✐s a✱ s❡♠✐✲♠✐♥♦r ❛①❡s b✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ✐s ϕ
❛♥❞ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❛♥❣❧❡ θ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣❧❛♥❡ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
✷✾
❙■❋s r❡❛❞s✿
KI =
σ0
2
(1 + ❝♦s2ϕ)
√
bπf(θ)
E(k)
,
KII =
σ0
2
s✐♥2ϕ
√
bπk2(b/a)❝♦sθ
f(θ)B(k)
,
KIII =
σ0
2
s✐♥2ϕ
√
bπk2(1− ν)s✐♥θ
f(θ)B(k)
,
k2 = 1− b
2
a2
,
f(θ) = (s✐♥2θ +
b2
a2
❝♦s2θ)1/4,
B(k) = (k2 − ν)E(k) + ν b
2
a2
K(k),
✭✹✾✮
✇❤❡r❡ K(k) ❛♥❞ E(k) ❛r❡ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❦✐♥❞ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❦✐♥❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿
K(k) =
∫ π/2
0
1√
1− k2s✐♥2θ
❞θ,
E(k) =
∫ π/2
0
√
1− k2s✐♥2θ❞θ.
✭✺✵✮
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❤❡♥ ϕ = 0✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ r❡❛❞s✿
uz(x, y, 0) =
2(1− ν)σ0
µ
b
E(k)
√
1− x
2
a2
− y
2
b2
. ✭✺✶✮
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝r❛❝❦ ❛♥❞ ♣❡♥♥② ❝r❛❝❦ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡ ■ ❙■❋ ✐s ♥♦t ❛ ❝♦♥st❛♥t✱
❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❈❖❉
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✮ ❛♥❞ ♠❡s❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ♣❡♥♥②✲s❤❛♣❡❞ ❝r❛❝❦✳ ❚❤❡
t✐♣ ✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛s♣❡❝t ✐s✱ ❢♦r ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝r❛❝❦✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❤✐❣❤ ❡❧❡♠❡♥t ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ❛s
✇❡❧❧ ❛s ♥♦♥✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✸ s❤♦✇s t❤❛t ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙❙❚ ♣r❡s❡♥ts ❡rr♦♥❡♦✉s
r❡s✉❧t ✇✐t❤ ✶✽ ●❛✉ss ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❙❙❚ ❣✐✈❡s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡
❈❖❉ ❛♥❞ ❡rr♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❋♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞②✱ ✇❡ ✜rst ❣✐✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ r❡✜♥❡♠❡♥t ✐♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✺✳ ❚❤❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ❣r❛❞❡❞ ♠❡s❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝r❛❝❦ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s
❞♦♥❡ ❢♦r ♣❡♥♥② ❝r❛❝❦ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✹✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✻ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ r❡s✉❧t ❜❡t✇❡❡♥ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤ ❛♥❞
❣r❛❞❡❞ ♠❡s❤✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢❡❛t✉r❡ ✐s ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❛t ♦❢ ♣❡♥♥② ❝r❛❝❦✳ ❆♥❞ ✇❡ ❝❛♥
❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ■●❆❇❊▼ ❛❧s♦ s✉✐ts ✇❡❧❧ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝r❛❝❦✳
❋♦r t❤❡ t❡st ♦❢ ❙■❋s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣✉t t✇♦ ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡s ✐♥ ❛ ❝✉❜❡ ✇✐t❤ s✐③❡
✸✵
✭❛✮ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙❙❚✱ ♥❣♣❴s❂✶✽✱ eL2❂✹✳✻✵✸✹✼✸❡✲✶ ✭❜✮ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❙❙❚✱ ♥❣♣❴s❂✶✽✱ eL2❂✸✳✼✾✽✵✵✷❡✲✷
❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❊rr♦r ✐♥ ❝r❛❝❦ ♦♣❡♥✐♥❣ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢♦r ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝r❛❝❦✳ ❑♥♦t ✈❡❝t♦rs✿ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥ ξ❂❬✵✱✵✱✵✱✵✳✷✺✱✵✳✷✺✱✵✳✺✱✵✳✺✱✵✳✼✺✱✵✳✼✺✱✶✱✶✱✶❪✱ r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ η❂❬✵✱✵✱✵✱✵✳✺✱✵✳✼✺✱✵✳✽✼✺✱✶✱✶✱✶❪
❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ◆❯❘❇❙✭p = q = 2✮ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤❡s ✇✐t❤ ✶✱ ✺✱ ❛♥❞ ✾ ✉♥✐❢♦r♠❡❞
r❡✜♥❡♠❡♥t ✐♥ r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❣r❛❞❡❞ r❡✜♥❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ✭✇✐t❤ ❜❧❛❝❦ ❡❞❣❡s✮ ❝❧♦s❡ t♦
❝r❛❝❦ ❢r♦♥t✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❞♦ts ❛r❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts
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❋✐❣✉r❡ ✶✺✿ L2 ♥♦r♠ ❡rr♦r ♦❢ ❈❖❉ ❢♦r ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝r❛❝❦
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❋✐❣✉r❡ ✶✻✿ L2 ♥♦r♠ ❡rr♦r ♦❢ ❈❖❉ ❢♦r ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝r❛❝❦
L = 200a s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❙■❋s ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r
✐♥✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❉✉❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✼ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❙■❋s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ M
✐♥t❡❣r❛❧ ✇✐t❤ R = 0.02b ❛♥❞ ❱❈❈■ ✇✐t❤ R = 0.02b ❢♦r t❤❡ ♠✐①❡❞ ♠♦❞❡ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝r❛❝❦ ✇✐t❤
✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ϕ = π/6✳ ❚❛❜❧❡ ✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡rr♦r ❛t θ = 0 ❛♥❞ π/2 ❢♦r t❤❡ ❙■❋ ✐♥ t❤r❡❡
♠♦❞❡s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❙■❋s ✐s ✇✐t❤✐♥ ✼✪✳ ❆♥❞ t❤❡ ❙■❋s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝r❛❝❦
❢r♦♥t ✐s s♠♦♦t❤✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❙■❋s ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝r❛❝❦ ✐s ❛ ❜✐t ✇♦rs❡ t❤❛♥ ♣❡♥♥②
❝r❛❝❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❡❞ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✜①❡❞ R ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡
s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts ♥❡❛r t❤❡ s❡♠✐✲♠❛❥♦r ❛♥❞ s❡♠✐✲♠✐♥♦r ❛①❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱
✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ✐♥❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ ❙■❋s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ✇❛② t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❙■❋s ❢♦r
❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝r❛❝❦ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳
KI KII KIII
❱❈❈■ M ✐♥t❡❣r❛❧ ❱❈❈■ M ✐♥t❡❣r❛❧ ❱❈❈■ M ✐♥t❡❣r❛❧
θ = 0 ✹✳✺✻✹❡✲✷ ✶✳✺✸✹❡✲✷ ✹✳✶✸✽❡✲✷ ✶✳✷✼✾❡✲✷ ✶✳✷✷✻❡✲✼ ✷✳✶✼✹❡✲✼
θ = π/2 ✽✳✷✽✹❡✲✸ ✷✳✷✶✹❡✲✷ ✻✳✾✸✻❡✲✽ ✺✳✶✺✷❡✲✽ ✻✳✽✽✷❡✲✸ ✺✳✾✺✾❡✲✷
❚❛❜❧❡ ✷✿ ❡rr♦r ♦❢ ❙■❋s ❢♦r ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝r❛❝❦ ✇✐t❤ ϕ = π/6
✻✳✸ ❋❛t✐❣✉❡ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❡st❡❞ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ P❛r✐s ❧❛✇✳
❲❡ ✜st ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❡♥♥② ❝r❛❝❦ ✉♥❞❡r t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ t❡♥s✐♦♥ ❢r♦♠
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❋✐❣✉r❡ ✶✼✿ ❙tr❡ss ✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦rs ❢♦r ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝r❛❝❦ ✇✐t❤ ϕ = π/6
s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✸✳ ❚❤❡ ❢❛t✐❣✉❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs m = 2.1 ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ∆amax = 0.2a✳ ❲❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡
✶✵ st❡♣s ❛♥❞ ♠❛❦❡ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❛❝t r❡s✉❧t ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❳❋❊▼✰❧❡✈❡❧
s❡t ♠❡t❤♦❞ ❬✶✵✸❪ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✽✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t ❢♦r ❡❛❝❤
st❡♣ ❛❣r❡❡s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ❜② ■●❆❇❊▼✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t ❞❡✈✐❛t❡s ❣r❛❞✉❛❧❧② ❢r♦♠
t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤ ❜② ❳❋❊▼✰❧❡✈❡❧ s❡t ♠❡t❤♦❞✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
❧❡✈❡❧ s❡t ♠❡t❤♦❞ ✐s r❡str✐❝t❡❞ ✐♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t ❡①❛❝t❧② ❛♥❞ t❤✐s ✐♥❛❝❝✉r❛❝② ✇✐❧❧ ❜❡
❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ st❡♣ ❜② st❡♣✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢♦r m = 5✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t
✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✽ ✭❝✮✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t st✐❧❧ ❛❣r❡❡s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡
❡①❛❝t ❢r♦♥t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❤✐❣❤ ✐♥❞❡① ✈❛❧✉❡ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❡①❛❣❣❡r❛t❡ t❤❡ ❡rr♦r ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢
t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s t❡st s❤♦✇s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ♦✇♥s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦
❡✈♦❧✈❡ t❤❡ ❝r❛❝❦ ✐♥ ❛ st❛❜❧❡ ♠❛♥♥❡r✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ str❡ss ❛♥❞ ❙■❋s
s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❛❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❝r❛❝❦ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤ ❢♦r
❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝r❛❝❦ ✇✐t❤ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ϕ = π/6 ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❞✉❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥
t❛❦❡♥ ❢r♦♠ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✾ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✶✱ ✺ ❛♥❞ ✶✵t❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ st❡♣✳
✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦❣❡♦♠❡tr✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✭■●❆❇❊▼✮
❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ✸❉ ❢❛t✐❣✉❡ ❢r❛❝t✉r❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ◆❯❘❇❙ ❜❛s✐s
❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr②✴❝r❛❝❦ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡✲
✸✸
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✭❛✮ ■●❆❇❊▼✱ m = 2.1 ✭❜✮ ❳❋❊▼✴❋▼▼✱ m = 2.1✱ ❙✉❦✉♠❛r ❡t ❛❧ ✷✵✵✸
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IGABEM
✭❝✮ ■●❆❇❊▼✱ m = 5
❋✐❣✉r❡ ✶✽✿ ❋❛t✐❣✉❡ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✶✵ st❡♣s ♦❢ ❛ ♣❡♥♥② ❝r❛❝❦
✭❛✮ ❙t❡♣ ✷ ✭❜✮ ❙t❡♣ ✺ ✭❝✮ ❙t❡♣ ✶✵
❋✐❣✉r❡ ✶✾✿ ❋❛t✐❣✉❡ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝r❛❝❦
✸✹
♠❡♥t✴tr❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐s♦❣❡♦♠❡tr✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② s✉❜tr❛❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭❙❙❚✮
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✻✺❪ ❢♦r t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ✭❤②♣❡r✲✮s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧s ✐♥ ❇❊▼✳ ❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❙❙❚
❬✼✵❪ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ❡❧❡♠❡♥t s✉❝❤ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❡♥s♦r✲♣r♦❞✉❝t
◆❯❘❇❙ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❇♦t❤ t❤❡ ❈❖❉ ❢♦r♠ ❛♥❞ ❞✉❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ■●❆❇❊▼ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❛❧✲
✐③❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝r❛❝❦ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❆♥❞ t❤❡ t✇♦ ✇❛②s t♦ ❡①tr❛❝t ❙■❋s✱ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r✲❜❛s❡❞ M ✐♥t❡❣r❛❧
❛♥❞ ❱❈❈■✱ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤❡ ◆❯❘❇❙✲r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡ ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐♥❝❧✉❞❡✿
✭✶✮ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❝❛♥ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r ❤✐❣❤❧②
❞✐st♦rt❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❡①✐st ❝♦♠♠♦♥❧② ✐♥ ■●❆✳ ❚❤✉s ✐t ❡♥❛❜❧❡s ❛ r♦❜✉st ■●❆❇❊▼ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥❀
✭✷✮ ❇② s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❣r❛❞❡❞ ♠❡s❤ r❡✜♥❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣ s✐♥❣✉❧❛r✐t②
✈❛r✐❡s✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ✷ t✐♠❡s ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ♦♥❡
♦r❞❡r✱ t❤❛♥ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ r❡✜♥❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ■●❆❇❊▼ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ ❢r❛❝t✉r❡ ♣r♦❜❧❡♠❀
✭✸✮ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝r❛❝❦ t✐♣ s②st❡♠ ✐s s❡t✉♣ ♥❛t✉r❛❧❧② ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡❧② t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ◆❯❘❇❙ r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐♥ str❡ss s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❇❊▼✱ t❤❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❙■❋s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t ❛r❡ s♠♦♦t❤ ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡❀
✭✹✮ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ t♦ ❜❡ st❛❜❧❡✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ❤✐❣❤ ✐♥❞❡①
✈❛❧✉❡ ✐♥ P❛r✐s ❧❛✇✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ✐♥ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❙■❋s✳
❚❤❡ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝r❛❝❦s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝r❛❝❦ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ❜♦❞② ❣❡♦♠❡tr②✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ t❤❡ ❢❛st s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✹✾❪ ✐s ❛❧s♦ ❛ ♣♦✐♥t ♦❢
✐♥t❡r❡st✳
❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts
❚❤❡ ✜rst ❛♥❞ ❧❛st ❛✉t❤♦rs ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ❋r❛♠❡✇♦r❦
Pr♦❣r❛♠♠❡ ✼ ■♥✐t✐❛❧ ❚r❛✐♥✐♥❣ ◆❡t✇♦r❦ ❋✉♥❞✐♥❣ ✉♥❞❡r ❣r❛♥t ♥✉♠❜❡r ✷✽✾✸✻✶ ❵■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ◆✉♠❡r✲
✐❝❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❉❡s✐❣♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✬✳ ❙✳ P✳ ❆✳ ❇♦r❞❛s ❛❧s♦ t❤❛♥❦s ♣❛rt✐❛❧ ❢✉♥❞✐♥❣
❢♦r ❤✐s t✐♠❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❯❑ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ P❤②s✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❘❡s❡❛r❝❤ ❈♦✉♥❝✐❧ ✭❊P❙❘❈✮
✉♥❞❡r ❣r❛♥t ❊P✴●✵✻✾✸✺✷✴✶ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❵❛t♦♠✐st✐❝✬ ♥❛♥♦ ❈▼❖❙ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥❀ t❤❡ ❊P❙❘❈ ✉♥❞❡r ❣r❛♥t ❊P✴●✵✹✷✼✵✺✴✶ ❵■♥❝r❡❛s❡❞ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❢♦r ■♥❞✉str✐❛❧❧② ❘❡❧❡✈❛♥t
✸✺
❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈r❛❝❦ ●r♦✇t❤ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❳t❡♥❞❡❞ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞✬ ❛♥❞ t❤❡ ❊✉✲
r♦♣❡❛♥ ❘❡s❡❛r❝❤ ❈♦✉♥❝✐❧ ❙t❛rt✐♥❣ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❘❡s❡❛r❝❤ ●r❛♥t ✭❊❘❈ ❙t❣ ❣r❛♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t ◆♦✳
✷✼✾✺✼✽✮ ❡♥t✐t❧❡❞ ❵❚♦✇❛r❞s r❡❛❧ t✐♠❡ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝✉tt✐♥❣ ✐♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠❛t❡r✐❛❧s
✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ s✉r❣✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r ❣✉✐❞❡❞ s✉r❣❡r②✬✳ ❊✳ ❆tr♦s❤❝❤❡♥❦♦ ✇❛s
♣❛rt✐❛❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❋♦♥❞❡❝②t ❣r❛♥t ♥✉♠❜❡r ✶✶✶✸✵✷✺✾ ❡♥t✐t❧❡❞ ❵❇♦✉♥❞❛r② ❡❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧✐♥❣
♦❢ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ♠✐❝r♦♣♦❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧s✬✳
❆♣♣❡♥❞✐①
❆ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ✐♥ ❙❙❚
❙✉♣♣♦s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ξ(ξ, η) ✐s ✐♥ t❤❡ ❦♥♦t ✐♥t❡r✈❛❧ [ξ1, ξ2]×[η1, η2]✱ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛♥❞ ♣❛r❡♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐s✿
ξ =
1
2
(ξ2 − ξ1)ξ¯ + 1
2
(ξ2 + ξ1),
η =
1
2
(η2 − η1)η¯ + 1
2
(η2 + η1).
✭✺✷✮
❆♥❞ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡✿
J¯ξ =
∂ξ
∂ξ¯
=
1
2
(ξ2 − ξ1),
J¯η =
∂η
∂η¯
=
1
2
(η2 − η1),
J¯(ξ) = J¯ξJ¯η.
✭✺✸✮
❚❤❡ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ xi − si ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ♣❛r❡♥t s♣❛❝❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡✿
xi − si =
[∂xi
∂ξ¯
∣∣∣
ξ¯=ξ¯s
(ξ¯ − ξ¯s) + ∂xi
∂η¯
∣∣∣
ξ¯=ξ¯s
(η¯ − η¯s)
]
+
[∂2xi
∂ξ¯2
∣∣∣
ξ¯=ξ¯s
(ξ¯ − ξ¯s)2
2
+
∂2xi
∂ξ¯∂η¯
∣∣∣
ξ¯=ξ¯s
(ξ¯ − ξ¯s)(η¯ − η¯s) + ∂
2xi
∂η¯2
∣∣∣
ξ¯=ξ¯s
(η¯ − η¯s)2
2
]
+ · · ·.
✭✺✹✮
✸✻
◆♦t❡ t❤❛t✿
∂xi
∂ξ¯
=
∂xi
∂ξ
∂ξ
∂ξ¯
=
∂xi
∂ξ
J¯ξ,
∂xi
∂η¯
=
∂xi
∂η
∂η
∂η¯
=
∂xi
∂η
J¯η,
∂2xi
∂ξ¯2
=
∂2xi
∂ξ2
(∂ξ
∂ξ¯
)2
=
∂2xi
∂ξ2
J¯2ξ ,
∂2xi
∂η¯2
=
∂2xi
∂η2
(∂η
∂η¯
)2
=
∂2xi
∂η2
J¯2η ,
∂2xi
∂ξ¯∂η¯
=
∂2xi
∂ξ∂η
∂ξ
∂ξ¯
∂η
∂η¯
=
∂2xi
∂ξ∂η
J¯ξJ¯η
✭✺✺✮
◆♦✇ t❤❡ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ρ(ρ, θ) ❝❡♥tr❡❞ ❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥t ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❡♥t s♣❛❝❡
❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✱ ❚❤❡ ♣❛r❡♥t ❞♦♠❛✐♥ ✐s s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❢♦✉r tr✐❛♥❣❧❡s ❢♦r q✉❛❞r❛t✉r❡ ♥❛t✉r❛❧❧②✳
❊❛❝❤ tr✐❛♥❣❧❡ ✐s r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡❞ sq✉❛r❡ [−1, 1]×[−1, 1] ✇✐t❤ t✇♦ ♣♦✐♥ts ❥♦✐♥t t♦❣❡t❤❡r✳
❙✉♣♣♦s✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t ρ(ρ, θ) ∈ [0, ρˆ(θ)]×[θ1, θ2] ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡✱ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦❧❛r
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ sq✉❛r❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s s②st❡♠ ξ˜(ξ˜, η˜) ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s✿
ρ =
1
2
(η˜ + 1)ρˆ(θ),
θ =
1
2
(θ2 − θ1)ξ˜ + 1
2
(θ2 + θ1).
✭✺✻✮
❆♥❞ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡✿
J˜ρ =
∂ρ
∂η˜
=
1
2
ρˆ(θ),
J˜θ =
∂θ
∂ξ˜
=
1
2
(θ2 − θ1),
J˜(ρ) = J˜ρJ˜θ.
✭✺✼✮
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✹✮ ❜❡❝♦♠❡s✿
xi − si = ρ
[∂xi
∂ξ¯
∣∣∣
ξ¯=ξ¯s
❝♦sθ +
∂xi
∂η¯
∣∣∣
ξ¯=ξ¯s
s✐♥θ
]
+ ρ2
[∂2xi
∂ξ¯2
∣∣∣
ξ¯=ξ¯s
❝♦s2θ
2
+
∂2xi
∂ξ¯∂η¯
∣∣∣
ξ¯=ξ¯s
❝♦sθs✐♥θ +
∂2xi
∂η¯2
∣∣∣
ξ¯=ξ¯s
s✐♥2θ
2
]
+O(ρ3)
: = ρAi(θ) + ρ
2Bi(θ) +O(ρ
3).
✭✺✽✮
✸✼
❆♥❞ ✇❡ ❞❡✜♥❡✿
A :=
(
3∑
k=1
[Ak(θ)]
2
) 1
2
,
C :=
3∑
k=1
Ak(θ)Bk(θ).
✭✺✾✮
❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ r = |x− s| ❛r❡✿
r,i =
xi − si
r
=
Ai
A
+
(
Bi
A
−Ai C
A3
)
ρ+O(ρ2)
:= di0 + di1ρ+O(ρ
2).
✭✻✵✮
❚❤❡ t❡r♠ 1/r3 ✐s✿
1
r3
=
1
A3ρ3
− 3C
A5ρ2
+O(
1
ρ
)
:=
S−2
ρ3
+
S−1
ρ2
+O(
1
ρ
).
✭✻✶✮
❚❤❡ ◆❯❘❇❙ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❛s✿
Na(ξ) = Na(ξs) + ρ
[∂Na
∂ξ
∣∣∣
ξ¯=ξ¯s
J¯ξ❝♦sθ +
∂Na
∂η
∣∣∣
ξ¯=ξ¯s
J¯ηs✐♥θ
]
+O(ρ2)
:= Na0 +Na1(θ)ρ+O(ρ
2).
✭✻✷✮
❋♦r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♣♦✐♥t ξ(ξ, η) ✐♥ t❤❡ ❦♥♦t ✐♥t❡r✈❛❧ [ξ1, ξ2] × [η1, η2]✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t✇♦ t❛♥❣❡♥t✐❛❧
✈❡❝t♦rs ❛❧♦♥❣ t❤❡ ξ ❛♥❞ η ❞✐r❡❝t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛s✿
m1 =
[∂x
∂ξ
,
∂y
∂ξ
,
∂z
∂ξ
]
,
m2 =
[∂x
∂η
,
∂y
∂η
,
∂z
∂η
]
.
✭✻✸✮
❆♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❣❡t t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦rs t❤r♦✉❣❤✿
n¯ =m1 ×m2 =
[∂y
∂ξ
∂z
∂η
− ∂z
∂ξ
∂y
∂η
,
∂z
∂ξ
∂x
∂η
− ∂x
∂ξ
∂z
∂η
,
∂x
∂ξ
∂y
∂η
− ∂y
∂ξ
∂x
∂η
]
. ✭✻✹✮
❚❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❢♦r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡
✸✽
♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r n¯✿
J(ξ) =
[(∂y
∂ξ
∂z
∂η
− ∂z
∂ξ
∂y
∂η
)2
+
(∂z
∂ξ
∂x
∂η
− ∂x
∂ξ
∂z
∂η
)2
+
(∂x
∂ξ
∂y
∂η
− ∂y
∂ξ
∂x
∂η
)2]1/2
: =
[ 3∑
k=1
J2k (ξ)
]1/2 ✭✻✺✮
❚❤❡ ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r n ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿
n(ξ) =
n¯
J(ξ)
. ✭✻✻✮
❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t Ji(ξ) ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✿
J1(ξ) = J1(ξs) + ρ
[∂J1
∂ξ
∣∣∣
ξ¯=ξ¯s
J¯ξ❝♦sθ +
∂J1
∂η
∣∣∣
ξ¯=ξ¯s
J¯ηs✐♥θ
]
+O(ρ2)
: = J10 + J11(θ)ρ+O(ρ
2),
∂J1
∂ξ
=
∂
∂ξ
(∂y
∂ξ
∂z
∂η
− ∂z
∂ξ
∂y
∂η
)
.
✭✻✼✮
❙♦ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ Ji(ξ) ❛s✿
Ji(ξ) = Ji0 + Ji1(θ)ρ+O(ρ
2). ✭✻✽✮
❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✻✮✱ ✇❡ ❛rr✐✈❡ ❛t✿
ni(ξ) =
1
J(ξ)
[Ji0 + Ji1(θ)ρ+O(ρ
2)]. ✭✻✾✮
◆♦✇✱ ❛❧❧ t❤❡ t❡r♠s ❛r❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞✳ ▲❡t✬s t❛❦❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡✿
I = =
∫
S
r,ini(ξ)Na(ξ)
r3
❞S. ✭✼✵✮
❆❢t❡r ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✱
I =
∫ 2π
0
∫ ρˆ(θ)
0
r,iniNa
r3
J(ξ)J¯(ξ)ρ❞ρ❞θ, ✭✼✶✮
✇❤❡r❡ J¯(ξ) ✐s ❢r♦♠ ♣❛r❡♥t t♦ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✸✮✱ J(ξ) ❢r♦♠ ♣❛r❛♠❡tr✐❝
t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✺✮✳ ρˆ(θ) ✐s t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ρ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳
✸✾
❆♥❞ s✉❜st✐t✉t❡ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✻✵✮✭✻✶✮✭✻✾✮✭✻✷✮ ✐♥t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✿
I =
∫ 2π
0
∫ ρˆ(θ)
0
[
di0 + di1ρ+O(ρ
2)
] 1
J(ξ)
[
Ji0 + Ji1ρ+O(ρ
2)
][
Na0 +Na1ρ+O(ρ
2)
]
[S−2
ρ3
+
S−1
ρ2
+O(
1
ρ
)
]
J(ξ)J¯(ξ)ρ❞ρ❞θ
=
∫ 2π
0
∫ ρˆ(θ)
0
[
di0Ji0Na0 + (di1Ji0Na0 + di0Ji1Na0 + di0Ji0Na1)ρ+O(ρ
2)
]
[S−2
ρ2
+
S−1
ρ
+O(1)
] 1
ρJ(ξ)
J(ξ)J¯(ξ)ρ❞ρ❞θ
=
∫ 2π
0
∫ ρˆ(θ)
0
(I−2
ρ2
+
I−1
ρ
+O(1)
)
J¯(ξ)❞ρ❞θ,
✭✼✷✮
✇❤❡r❡ I−2✱ I−1 ❛r❡ ♦♥❧② ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ θ✿
I−2 = S−2di0Ji0Na0,
I−1 = S−1di0Ji0Na0 + S−2(di1Ji0Na0 + di0Ji1Na0 + di0Ji0Na1).
✭✼✸✮
❙✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♥❣✉❧❛r ♣❛rt ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛♥❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✶✮✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛r
✐♥t❡❣r❛❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✿
Ir❡❣ =
∫ 2π
0
∫ ρˆ(θ)
0
[r,iniNa
r3
J(ξ)ρ− I−2
ρ2
− I−1
ρ
]
J¯(ξ)❞ρ❞θ, ✭✼✹✮
❚❤✐s ❞♦✉❜❧❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ♥♦r♠❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ r✉❧❡✳ ❆♥❞ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♣❛rt t❤❡♥
✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ❜❛❝❦ ❛♥❞ tr❡❛t❡❞ ✐♥ ❛ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✇❛②✳ ❋♦r t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡
s✐♥❣✉❧❛r ❡❧❡♠❡♥t✱ ❛ s♠❛❧❧ ❝✐r❝❧❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞ t♦ ❡①❝❧✉❞❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥t r❛❞✐✉s ε ✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧
s♣❛❝❡✳ ❲❤❡♥ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐st♦rt❡❞
❣❡♥❡r❛❧❧②✳ ❚❤❡ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ρ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ε ❛s✿
ρ := α(ε, θ) = εβ(θ) + ε2γ(θ) +O(ε3). ✭✼✺✮
❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts β ❛♥❞ γ✱ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s t❤❡ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥
✐♥tr✐♥s✐❝ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛s✿
ε = ρA(θ) + ρ2
C(θ)
A(θ)
+O(ρ3). ✭✼✻✮
✹✵
❚❤❡ r❡✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s❡r✐❡s ✐s✿
ρ = α(ε, θ) = ε
1
A
− ε2 C
A4
+O(ε3). ✭✼✼✮
❚❤✉s ✇❡ ❣❡t✿
β =
1
A
,
γ = − C
A4
,
✭✼✽✮
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦♥❧② ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ θ✳ ❚❤❡♥ ❧❡t✬s ✜rst ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t str♦♥❣ s✐♥❣✉❧❛r ♣❛rt ❣✐✈❡♥ ✐♥
t❤❡ ❧✐♠✐t ❢♦r♠ ❛s✿
lim
ε→0
∫ 2π
0
∫ ρˆ(θ)
α(ε,θ)
I−1(θ)
ρ
J¯(ξ)❞ρ❞θ
= lim
ε→0
∫ 2π
0
∫ ρˆ(θ)
α(ε,θ)
I−1(θ)
ρ
J¯(ξ)J˜(ρ)❞η˜❞ξ˜
= lim
ε→0
∫ 2π
0
I−1(θ)J¯(ξ)J˜θ
[ ∫ ρˆ(θ)
α(ε,θ)
1
ρ
J˜ρ❞η˜
]
❞ξ¯
= lim
ε→0
∫ 2π
0
I−1(θ)J¯(ξ)J˜θ
[ ∫ ρˆ(θ)
α(ε,θ)
1
ρ
❞ρ
]
❞ξ˜
= lim
ε→0
∫ 2π
0
I−1(θ)J¯(ξ)J˜θ[❧♥ρˆ(θ)− ❧♥α(ε, θ)]❞ξ˜
=
∫ 2π
0
I−1(θ)J¯(ξ)❧♥ρˆ(θ)J˜θ❞ξ˜ − lim
ε→0
∫ 2π
0
I−1(θ)J¯(ξ)❧♥α(ε, θ)J˜θ❞ξ˜
=
∫ 2π
0
I−1(θ)J¯(ξ)❧♥ρˆ(θ)J˜θ❞ξ˜ − lim
ε→0
∫ 2π
0
I−1(θ)J¯(ξ)❧♥εβ(θ)J˜θ❞ξ˜
=
∫ 2π
0
I−1(θ)J¯(ξ)❧♥
ρˆ(θ)
β(θ)
J˜θ❞ξ˜ − J¯(ξ)❧♥ε lim
ε→0
∫ 2π
0
I−1(θ)❞θ
=
∫ 2π
0
I−1(θ)J¯(ξ)❧♥
ρˆ(θ)
β(θ)
J˜θ❞ξ˜,
✭✼✾✮
✇❤❡r❡ J˜(ρ) ✐s ❢r♦♠ ♣♦❧❛r t♦ sq✉❛r❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✼✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛st
t❡r♠ ✐s ❝❛♥❝❡❧❡❞ s✐♥❝❡✿ ∫ 2π
0
I−1(θ)❞θ = 0. ✭✽✵✮
❆❢t❡r ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r t❡r♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ρ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥s
✭✼✺✮✭✽✵✮✱ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t str♦♥❣ s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛♥❞ ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❛s ❛ r❡❣✉❧❛r ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥✲
t❡❣r❛❧ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ r✉❧❡ t❤❡♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❙✐♠✐❧❛r tr❡❛t♠❡♥t ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t
✹✶
❤②♣❡r✲s✐♥❣✉❧❛r t❡r♠✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✶✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✿
I = Ir❡❣ +
∫ 2π
0
I−1(θ)J¯(ξ)❧♥
ρˆ(θ)
β(θ)
J˜θ❞ξ˜ −
∫ 2π
0
I−2(θ)J¯(ξ)
[ γ(θ)
β2(θ)
+
1
ρˆ(θ)
]
J˜θ❞ξ˜ ✭✽✶✮
❇ ❆✉①✐❧✐❛r② ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ str❡ss ✜❡❧❞s ✐♥ M ✐♥t❡❣r❛❧
❚❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② str❡ss ✜❡❧❞ σ
(2)
ij ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ u
(2)
j ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s✿
σxx =
K
(2)
I√
2πr
❝♦s
θ
2
(
1− s✐♥θ
2
s✐♥
3θ
2
)
− K
(2)
II√
2πr
s✐♥
θ
2
(
2 + ❝♦s
θ
2
❝♦s
3θ
2
)
σyy =
K
(2)
I√
2πr
❝♦s
θ
2
(
1 + s✐♥
θ
2
s✐♥
3θ
2
)
+
K
(2)
II√
2πr
s✐♥
θ
2
❝♦s
θ
2
❝♦s
3θ
2
,
τxy =
K
(2)
I√
2πr
s✐♥
θ
2
❝♦s
θ
2
❝♦s
3θ
2
+
K
(2)
II√
2πr
❝♦s
θ
2
(
1− s✐♥θ
2
s✐♥
3θ
2
)
,
τyz =
K
(2)
III√
2πr
❝♦s
θ
2
,
τzx = − K
(2)
III√
2πr
s✐♥
θ
2
,
τzz = ν(σxx + σyy),
ux =
KI
2µ
√
r
2π
❝♦s
θ
2
(
κ− 1 + 2s✐♥2 θ
2
)
+
(1 + ν)KII
E
√
r
2π
s✐♥
θ
2
(
κ+ 1 + 2❝♦s2
θ
2
)
,
uy =
KI
2µ
√
r
2π
s✐♥
θ
2
(
κ+ 1− 2❝♦s2 θ
2
)
+
(1 + ν)KII
E
√
r
2π
❝♦s
θ
2
(
1− κ+ 2s✐♥2 θ
2
)
,
uz =
2KIII
µ
√
r
2π
s✐♥
θ
2
.
✭✽✷✮
✇❤❡r❡ (r, θ) ❛r❡ t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ µ = E2(1+ν) ✱ κ = 3− 4ν✳
❚❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② str❛✐♥ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ uj ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧
❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳
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